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Presentacion

El proposito fundamental del presente libro es presentar los temas que deben integrar
un curso basico de cdlculo integral.

La estructura del contenido esta disefiada para cumplir con la propuesta nacional
de la Reforma Integral de la Educacién Media Superior (RIEMS). La finalidad es
que el estudiante de este curso adquiera una educacion pertinente, relevante y de mas
calidad para que le permita alcanzar las competencias necesarias que desarrollen su
creatividad y su pensamiento abstracto que lo conduzcan a la solucion de situaciones
que se le presenten en su paso por la escuela o en su vida cotidiana.

En el desarrollo del texto se ha tenido un especial cuidado para que las activi-
dades propuestas sean de corte constructivista, centradas en el educando y en los
valores que lo deben caracterizar.

Por mi experiencia docente estoy convencido de que el material aqui presentado
es un gran apoyo didactico para los maestros que decidan adoptarlo como texto, ya
que al inicio de cada tema cuenta con situaciones didacticas que detonan el apren-
dizaje significativo de los estudiantes para inmediatamente abordar los conceptos
tedrico-practicos a manera de texto y cuaderno de trabajo; de tal forma que facilite la
tarea docente del profesor al momento de administrar su trabajo.

Los temas estan integrados en 4 bloques de la siguiente manera:

Bloque 1. El estudiante realiza aproximaciones y estimaciones de errores y/o tole-
rancias a partir del concepto de diferencial.

Bloque 2. Conocida la diferencial de una funcién se puede determinar la primitiva
de la funcion integrando funciones algebraicas y trascendentes que les permitan a los
estudiantes modelar situaciones en el campo de otras ciencias.

Bloque 3. El estudiante va poder calcular e interpretar el area bajo la grafica de una
funcion teniendo como referente el concepto de integral definida, extendiendo su
utilidad en el campo de las ciencias naturales, sociales y administrativas.

Bloque 4. El estudiante resuelve situaciones reales o hipotéticas aplicando la integral
definida en el campo de las ciencias exactas, sociales y naturales.

Al final se incluye un apéndice con algunos métodos de integracion para que el libro
tenga un perfil mas funcional y universal en cursos que contemplen otros programas.

Sinceramente, mi mejor deseo es que esta obra sea una buena opcion para que los
estudiantes logren desarrollar y potencializar las competencias que agreguen valor a
su desarrollo personal, académico y profesional, ya que esto sera un excelente indica-
dor para que el personal docente vea culminado su esfuerzo y su significativa mision
educativa.

Exito para todos y gracias por la confianza y la oportunidad de compartir esta
propuesta educativa.

René Jiménez



Competencias

Las competencias en un individuo son la integracion de habilidades, cono-
cimientos y actitudes que adquieren las personas con el propdsito de resolver
exitosamente las situaciones que se le presenten en un contexto determinado.

Competencias genéricas del bachillerato

Las competencias genéricas del bachiller se refieren a la capacidad de res-
puesta que éste tiene y que le permiten comprender e influir en su entorno
(local, regional, nacional e internacional), contar con herramientas basicas
para continuar aprendiendo a lo largo de la vida, y convivir adecuadamente
en los diferentes ambitos.

El presente texto tiene como propoésito fundamental desarrollar en los
estudiantes las siguientes competencias genéricas.

* Seconoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

* Essensible al arte y participa en la apreciacion e interpretacion de sus
expresiones en distintos géneros.

e Elige y practica estilos de vida saludables.

e Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos
mediante la utilizacion de medios, cédigos y herramientas apropiados.

e Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.

*  Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia gene-
ral, considerando otros puntos de vista de manera critica.

*  Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.

* Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

*  Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversi-
dad de creencias, valores, ideas y practicas sociales.

*  Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica, con acciones
responsables.



Competencias disciplinares extendidas

Se refieren al desarrollo académico del estudiante que le permite participar
de forma activa en la sociedad del conocimiento y proseguir asi sus estu-
dios superiores, tal como se enuncian a continuacion.

* Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion
de procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y analisis de situaciones reales, hipotéticas o
formales.

*  Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes
enfoques.

*  Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos
matematicos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones
reales.

* Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos nu-
méricos, graficos, analiticos o variacionales, mediante el lenguaje
verbal, matematico y el uso de tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

*  Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o
natural para determinar o estimar su comportamiento.

e Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las
magnitudes del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo
rodean.

e Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un
proceso o fendmeno, y argumenta su pertinencia.

e Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos
matematicos y cientificos.



Evaluacion diagnostica

Encuentra la solucion para cada una de las siguientes situaciones y anotala en la
columna de la derecha.

Situacion Solucion

1. Esunaregla de dependencia entre dos variables de forma que una (indepen-
diente) define un y sélo un valor de la otra (dependiente).

2. Escribe el nombre y el dominio de la siguiente funcion:
X

f(x)=ﬁ

- X

3. Un rectangulo tiene un perimetro de 100 cm. Expresa el area como funcion
de la longitud de uno de sus lados.

4. Si f(x) =x"y g(x) =x—2 encuentra la funciéon compuesta:

(7o¢)(x)

5. Dada la grafica de festima el valor de f (3)
y A

1

»
>
X

0 1

6. Si }Lrgl f(x): 3y \hgl f(x):—Z ,es posible que 1Y1£121f(x) exista?

7. Dada la grafica de festima el valor de lim f (x)

X—o0

(Continua)



Evaluacion diagndstica ix

(Continuacion)

8. Siy= f(x) escribe si la siguiente expresion es verdadera o falsa para de-
finir la derivada de f (x)

%f(x) = lim—f(x+ h)_ f(x)

9. Dado f(x)=1+x—x2 encuentra f’(l)

10. El costo de producir x articulos es C = f (x) (Qué significa la igualdad
f’(20) =100 pesos?

11. Laecuacion de posicion de una particula en movimiento es s (t) =64-16¢
(Cual es su velocidad después de ¢ =2 segundos?

12. Un rectangulo tiene un perimetro de 100 cm. ;Qué dimensiones debe tener
para obtener la figura de mayor area?

Area Altura

Base

13. El departamento de calidad de una industria que produce bolas de acero
para rodamientos de 1 cm de diametro encuentra que éstas son funciona-
les hasta con una tolerancia de £0.03 cm al momento de su elaboracion.
Determina la variacion permitida que puede tener el volumen de las esferas.

4
(El volumen de una esfera se puede calcular con V' = 577 r

‘/ ///77;“\\\

—

14. Calcula la altura de cada rectangulo y aproxima el area debajo de la curva
y=x?en el intervalo [0, 1] sumando el area de cada uno de ellos.

y A (1,1)
y=x
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Diferenciales

El mecanismo diferencial de un
auto permite repartir el esfuerzo
de giro entre el par de ruedas de
un automovil al tomar una curva
para equilibrar la diferencia

de espacio que hay al recorrer
circunferencias de diferente radio.

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque

*  Calcula e interpreta aproximaciones de la derivada de modelos matemati-
cos relativos a diversas disciplinas, a partir de su representacion grafica y
la determinacion de su diferencial.

*  Aplica la diferencial para determinar el error presente en el resultado de la
medicion de una magnitud en situaciones reales.

Objetos de aprendizaje

*  Aproximaciones.
e Estimacion de errores.

Competencias a desarrollar

*  Construye el modelo matematico de un fendmeno, aproxima el comporta-
miento de su derivada a partir del célculo de la diferencial y lo interpreta
graficamente.

*  Analiza el error obtenido mediante la aplicaciéon de la diferencial para
determinar la precision en la medicién de una magnitud, y cdmo afecta a
la confiabilidad de ésta en situaciones reales.



Enfrenta las dificultades que se le presentan y es consciente de sus valores,
fortalezas y debilidades al trabajar con aproximaciones y estimacion de
errores.

Actividades de ensenanza

Realizar una presentacion multimedia del calculo de la diferencial y su
relacion con la derivada.

Explicar mediante ejemplos y ejercicios el comportamiento de la derivada
en una funcion; proporcionar y asignar diferentes problemas para su reso-
lucidn e interpretacion grafica.

Solicitar la investigacion de una aplicacion de las diferenciales en aproxi-
maciones y estimaciones de errores relacionadas con las ciencias exactas,
naturales y sociales.

Actividades de aprendizaje

Analizar en equipos el contenido de la presentacion, e identificar los ele-
mentos operacionales involucrados en el calculo de la diferencial y su
relacion con la derivada. Valorar la importancia del trabajo realizado y
emitir sus conclusiones al grupo.

Analizar en equipos los ejercicios proporcionados por el profesor(a), re-
solver los problemas asignados e interpretar graficamente los resultados
obtenidos, y argumentar en equipos la aplicacion y uso en diferentes situa-
ciones de su vida cotidiana.

Dividir el grupo en dos tipos de equipos: uno de aproximaciones y otro de
estimacion de errores; realizar la practica y verificar los resultados.

En binas formadas por un especialista de aproximacioén y uno de estima-
cion de errores, intercambiar informacion para unificar aprendizajes.
Integrado en tu equipo original, seleccionar la mejor opcion encontrada
de cada una de las aplicaciones estudiadas, exponer en una presentacion
multimedia los resultados obtenidos; y argumentar la aplicacion de los
conocimientos adquiridos en situaciones de caracter social, natural y ad-
ministrativo de la vida cotidiana.

Redactar un reporte de la investigacion donde sefiales tus fortalezas y de-
bilidades en relacion con la aplicacion de las diferenciales.
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Diferenciales, aproximaciones y errores de medicion

Desarrolla tus competencias

Al medir el radio de un disco circular con un vernier, éste resulta ser como de 10 cm,
con un error maximo en la medicion de 0.1 cm.

a) Estima el error maximo en el area calculada del disco.
b) (Cual es el error relativo?

)

Secuencia didactica

+ El area del disco se obtiene a partir de la formula 4 = 777

» Calcula el area del disco con el radio esperado de 10 cm.

* Aproxima el area del disco con radio igual a 9.9 cm y enseguida con un radio
de 10.1 cm.

* Obtén el posible error de medicion con el valor numérico de la resta de las
areas obtenidas con los diferentes radios.

» Para conocer el error relativo de medicion divide el error calculado entre el
area total.

Trabajo de investigacion

* En los campos de la ingenieria, la fisica y la quimica, ;qué significa medir?

» ;Cuadl es la utilidad del vernier?

» (Para qué se utilizan los micrémetros?

» Comenta con tus compafieros la importancia de las tolerancias en los depar-
tamentos de calidad de una industria.

Definicion de diferencial

En matematicas, una de las mejores ideas que podemos tener de aproximaciones
es a través del concepto de diferencial; pero, ;qué significan las diferenciales?



Diferenciales

Hasta ahora hemos utilizado la notacion d_y para indicar la derivada de una
X

funcién y = f'(x), con respecto a x; sin embargo, no le hemos dado un significado
por separado a dy o a dx. Esto es lo que veremos enseguida.

Antes recordemos que y = f'(x) es un simbolo que nos indica la dependencia
que existe entre dos variables, y quiere decir que para un valor dado de x existe
un y sélo un valor para y.

También hay que recordar que la derivada de una funcion y = f(x) se define
como un limite, como una velocidad o como la pendiente de la funciéon en un punto

Qzlimf(x+h2—f(x)

dx -0

donde m y v significan pendiente y velocidad respectivamente.

Para darle sentido a dy es necesario recurrir al significado geométrico de la
derivada de una funcion, en la que vimos que, en efecto, dx = Ax; sin embargo, en
esta ocasion utilizaremos, cuando sea necesario, el simbolo 2 como dx o como Ax.

Comencemos con un ejemplo sencillo para ilustrar el significado de dy. El
area de un cuadrado de lado x esta dada por la expresion f(x) = x>, como se mues-
tra en la figura.

X f(x) = x?

Si suponemos que / es una cantidad que tiende a 0, y que la longitud de cada
lado se incrementa de x hasta x + 4, el area crece de f(x) a f (x + /). Por tanto, la
variacion del area es el incremento Af'(x):

A (x)= 1 (x+ h)= 1 (x) n[ E
=(x+h)2 —x’
=(x2 +2xh+h2)—x2 8 x X
=2xh+ I’
x h

La parte gris de la figura es la variacion del drea 2xh + i’

Bloque 1

5
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Ahora bien, la derivada de y = x°, es:

Q=2x
dx

Por tanto, podemos suponer que dy = 2xdx, o bien dy = 2xh, si recordamos que
h=dx.

Al comparar por diferencia la variacion del area Af (x) = 2xh + h” con el
valor de dy = 2xh, lo que tenemos es lo siguiente:

Af (x) - dy = (2xh+ h* ) - 2xh
e

Como 4 tiende a cero, entonces 4 todavia es mas pequefio, lo cual nos lleva a
concluir que dy es un valor lo suficientemente preciso cuando de medir errores
se trata.

El ejemplo anterior nos ensefa que si tenemos una funciéon y = f'(x), y cono-

cemos su derivada % = f’(x), entonces podemos calcular dy como el producto
x

"(x)dx. Esta es precisamente la diferencial de la funcién, y se define como:
p y

Diferencial. La diferencial dy de una funcion y = f(x) es el producto de su
derivada, f”(x) por dx.

dy=1"(x)dx

Justificacion grafica de la definicion de diferencial

Veamos de modo grafico qué precision ofrece la diferencial dy = 1" (x)h

v A
y=f(x)
AR
O A
A
Afx) | DY
P
;dx:hi
<«
0 / X Xx+h x

fix+ h)—f(x)=f'(x)h



Diferenciales Bloque 1
La diferencia
dv= 47 (x) = f(x) = 1 (v 1) = 1 ()]

es pequeia comparada con 4. ;Por qué?
Porque el cociente

S()h=[1(x+)- 1 (x)]

h
tiende a 0 cuando / tiende a O:
A O A A e
h—0 h x—0 h h—0 h
(=)o

Esto nos demuestra que la diferencial es un buen argumento en la estimacion de
errores cuando realizamos mediciones aproximadas.

A continuacién, algunos ejemplos que nos ilustran la definicién y algunas
aplicaciones de las diferenciales.

Ejemplos

1. Calcular la diferencial de cada una de las siguientes funciones:

a) y=3x"—4x+2

by y=é&"+2x
c) y=lnx
Solucion
Funcion Derivada Diferencial
2 dy
a) y=3x"—4x+2 £=6x—4 dy = (6x —4)dx
df (x
by f(x)=e"+2x fd( )=3e3x+2 dy = (3™ +2)dx
x
dy 1 1 1
=In (2 =—(2)=— dy=—d
¢) y=ln (2 dx Zx()x yxx

(Continua)
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(Continuacion)

2.

Estimaciones. Utilizar el concepto de diferencial para estimar el incre-

2,
mento de f (x) = x/3 cuando x se incrementa de 8§ a 10.

Solucion

Como f(x)zx%, entonces df(x)zf( )dx——x /dx

df (x)= = 3{

3x

Para resolver la variacion de la funcidn f, tomamos x = 8 y dx = 10 —
8 =2. La diferencial df (x) toma entonces el valor

df(x):%dxz %(2): 0

Una variacion de x desde 8 hasta 10 aumenta el valor de f'en aproxi-
madamente 0.66.
Si probamos este resultado con la calculadora obtenemos:

Af(x)zf(lO)—f(S)z(lO)% —(8)% =0.642

Aproximaciones. Utilizar el concepto de diferencial para estimar el

valor de \/5 .

Solucion
Sabemos que 25 =5. Por lo tanto, se necesita una estimacion para
el incremento de:

f(x)=\/;

desde 25 a 29. La diferencial en este caso es:

conx=25ydx=29-25=4, el valor de dy es:



Diferenciales Bloque 1

=04

| N

gt

Significa que una variacion de x, desde 25 hasta 29, aumenta el valor
de la raiz cuadrada en aproximadamente 0.4 unidades. Por tanto:

J29 =\25+04=5+04=54

Ahora bien, se puede comprobar que (5.4)* = 29.16 por lo que nuestra
estimacion esta muy cercana al valor indicado en la raiz.

Estimar el valor de %/5 utilizando el concepto de diferencial.

Solucion

El valor de 3/64 = 4. Por lo tanto, se necesita una estimacion para el
cambio de:

S (x)=Rx
desde 64 a 62. La diferencial en este caso es:

dyzf’(x)dxz ! dx = ! dx

0]

Conx=064ydx=62—64=-2,el valor de dy es:

dy = ;(—2)= —iz—iz—omz

3(3ea ) 3(16)

Significa que con una variacion de x, desde 64 hasta 62, el valor de la
raiz cubica disminuye en aproximadamente 0.042 unidades. Por tanto:

Y62 =4-0042~3.96

Ahora bien, se puede comprobar que (3.96)° = 62.1 por lo que nuestra
estimacion esta muy cercana al valor indicado en la raiz.
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Potencializa tus competencias

Completa la tabla para calcular la diferencial de las siguientes fun-

ciones.

Funcion

Derivada

Diferencial

a) y=2x"—-5x+2

b) f(x)=+2x-3

—3x+2

c) y=e

d) f(x)=In2-x)

e) y=cos3x

Comparacion del incremento con la diferencial. Utiliza diferencia-
les y completa la siguiente tabla tomando como referencia la funcion
y=x". Considera un valor de x = 2 y los valores dados para dx (al final,
observa que cuando dx tiende a cero, Ay y dy son practicamente igua-
les). Recuerda que Ay = (x + /)" — x°.

A
dx=h dy Ay |Ay-dy| dTJ//
1.000 4.000 5.000 1.000 1.250
0.500
0.100
0.010
0.001

3. Utiliza diferenciales y completa la siguiente tabla tomando como re-

ferencia la funcién y = Jx. Considera un valor de x = 4 y los valores




Diferenciales Bloque 1

dados para dx (al final, observa que cuando dx tiende a cero, Ay y dy

son practicamente iguales). Recuerda que Ay =~vx+h— Jx.

11

dx=h dy

Ay

|Ay-dy|

Ay
dy

0.100

0.010

0.001

4. Mediante diferenciales, completa la siguiente tabla para estimar el va-
lor de las expresiones. Comprueba los resultados de las estimaciones

con tu calculadora.

Expresion

Expresion
algebraica de dy

Valor numérico
de dy

Estimacion
de la raiz

a)\/g

dyzde

2x

1

5

4.8

by 27

C)W

d) 33

0) (33)3

f) 123

2
3

2 (29)
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Aplicaciones de la diferencial en otros campos del conocimiento

1. Una esfera de metal, con radio de 5 cm, se recubrird con una capa de plata

de 0.015 cm de espesor. Aproximadamente, ;qué cantidad de plata se nece-
sitara?

Solucion

Para estimar el aumento de volumen de la esfera cuando el radio aumenta de
5 cm a 5.015 cm, debemos considerar la formula del volumen de la esfera

de radio r.
/

El volumenes V = %77 r*, entonces la diferencial es:
dV =4 ridr
Con r=5ydr=0.015, tenemos que:
av =4m (5) (0.015)=1.57 = 4.7 cm’

Entonces se necesitaran, aproximadamente, 4.7 cm’ de plata para recubrir la
esfera.

. Error relativo. Se midio el lado de un cubo metalico y resulté que es de

12 cm, con un error posible en la medicion de 0.03 cm.

a) (Cudl es el error maximo al utilizar este valor de la arista para obtener el
volumen del cubo?

b) Para tener mejor idea de la magnitud del error en la medicion, calcular el
error relativo.

Solucion

a) Llamemos x el lado del cubo, entonces su volumen es ¥ = x°. Si dx de-
nota el error medido en el lado del cubo, por tanto el error al calcular el
volumen se puede aproximar con la diferencial

dV =3x"dx
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Sir =12y dr=0.03, tenemos que:

av =3(12) (0.03)=12.96 cm’

X
El error maximo cometido al calcular el volumen es de 12.96 cm’.

b) El error relativo se calcula dividiendo la magnitud del error entre el
volumen total.

dv _12.96
()

=0.0075cm’

Este error también podria expresarse como un porcentaje de 0.75%.

3. Error relativo. Al calentar una esfera de metal, su radio aumenta a razon de
0.1% por cada grado de aumento de la temperatura. Demostrar por medio
de diferenciales que su volumen aumenta 0.3% por cada grado.

Demostracion

El aumento de volumen dV = 4 7r r* de la esfera ocurre cuando el radio
aumenta 0.1%.

. 4
Si el volumen de la esferaes V' = 3 m r° ydr=0.1% r tenemos que:
dV =4 r’dr =4 r*(0.0017)=0.0047 r*
El aumento relativo del volumen es:

d_V _0.0047 P

v

3

=3(0.001)=0.3%

13
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Evidencias de aprendizaje

1. Se encontré que el lado de un cubo es de 20 cm, con una tolerancia de error
en la medicion de 0.1 cm.
Utiliza diferenciales para estimar:

a) El error relativo maximo del volumen.
b) El error méaximo en el area superficial del cubo.

20 cm

R. a) 1.5%
20 cm

b) 24 cm’

20 cm

2. Dado el didmetro de una circunferencia de 12 cm, con un error maximo en la
medicion de 0.2 cm:

a) Utiliza diferenciales para estimar el error maximo en el area calculada de
la circunferencia.
b) Estima el error relativo del area.

12 cm

A
A\ 4

3. El diametro de una bola de acero se ha estimado en 10 cm con un error maxi-
mo de 0.1 cm. Calcula mediante diferenciales el error maximo cometido en
el calculo de:

a) La superficie, al usar la formula S = 477 7°.



Diferenciales

. 4
b) El volumen, mediante la formula V = 37 . R a) 4mem?

b) 107rcm’

Se desea recubrir una ctpula semiesférica de 3 metros de radio con una capa
de pintura de 0.03 cm de grosor. El contratista de la obra quiere saber cuantos
litros de pintura necesitara, obteniendo una estimacién mediante diferencia-
les. En otras palabras, la cuestion es encontrar la variacion del volumen de la
semiesfera (dV = 7).

3m

[

Supongamos que la Tierra es una esfera de 640 kilometros de radio. Se estima
que el volumen de hielo en los polos Norte y Sur es de 33 millones de kilo-
metros cubicos. Pensemos que ese hielo se derrite y el agua liquida resultante
se distribuye de manera uniforme sobre su superficie. Estima la profundidad
del agua anadida en cualquier punto de la Tierra.

( R. 6411.27m j

Bloque 1

15
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6. Se desea calcular el area de un circulo midiendo su didmetro. ;Qué precision
necesitamos en la medida del didmetro si queremos un margen de error maxi-
mo de 1%?

d+0.01

A
v

7. Se desea construir una caja cubica de 1728 centimetros ctbicos. Utiliza dife-
renciales para estimar con qué precision se debe fabricar, de manera tal que
el volumen tenga un margen de error inferior a 0.3%.

( R. dx=0.012 )

V=1728 cm3

8. Lautilidad P de un negocio viene dada por P =400x — x* — (éxz —60x + 30).

Estima en porcentaje el cambio en la utilidad cuando la produccion cambia
de x =100 a x = 104 unidades.




Diferenciales

AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 1

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

@ 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

(Al finalizar el bloque adquiriste las habilidades metacognitivas que te permiten

* definir el concepto de diferencial?

* interpretar graficamente la diferencial?

e calcular la diferencial de una funcion a partir de su derivada?

* calcular el error obtenido en un proceso mediante la aplicacion de
la diferencial?

e comprender la importancia del concepto de diferencial para
determinar tolerancias de los procesos?

* construir modelos matematicos de situaciones reales para medir
errores?

e utilizar la diferencial para el calculo numérico de raices?

* comparar el concepto de incremento con el concepto de
diferencial?

e confiar en la precision que tiene la diferencial al momento de
hacer estimaciones?

* aplicar las diferenciales en situaciones de la vida cotidiana?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste. Tu calificacién va de
acuerdo con las siguientes categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Bloque 1

17
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Integral indefinida

La abertura acstica del violin
tiene la forma del signo que
representa una integral.

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque

Determina la primitiva de una funcioén, como antecedente de la integral, en
el campo de las ciencias exactas, naturales y sociales.

Obtiene integrales indefinidas de funciones algebraicas y trascendentes,
en un contexto tedrico, como herramienta en la resolucion de problemas
reales.

Objetos de aprendizaje

Funciones primitivas.
Integral indefinida.

Competencias a desarrollar

Resuelve problemas que involucren la obtencion de la primitiva de una
funcion y la interpreta en situaciones reales.

Desarrolla la habilidad en el manejo de técnicas de integracion en un con-
texto tedrico.

Valora el trabajo en equipo como una alternativa para mejorar sus habili-
dades operacionales en el calculo de integrales indefinidas.



Actividades de ensenanza

Solicitar al alumno realizar la lectura del tema de la integral indefinida-
funcién primitiva en cualquier libro de calculo, y ver un video sobre
funciones primitivas en la red.

Realizar una presentacion multimedia para resaltar la importancia de
aprender a calcular primitivas en problemas de las ciencias exactas, natu-
rales y sociales. Organizar equipos de cuatro alumnos y proponer ejerci-
cios de funciones derivadas para encontrar su primitiva.

Organizar al grupo en binas, solicitar a los alumnos analizar los problemas
resueltos de primitivas en alguna direccion de Internet. Cada bina selec-
cionara un problema diferente para explicarlo en clase.

Proponer ejercicios tedrico-practicos donde se apliquen las integrales in-
mediatas y las diferentes técnicas de integracion (por partes, por sustitu-
cion trigonométrica, descomposicion en fracciones parciales). Crear un
blog donde los alumnos expongan sus dudas, aportaciones, comentarios y
sugerencias.

Actividades de aprendizaje

Construir el concepto de funcion primitiva con base en la lectura realizada
y el video consultado, socializarlo en triadas y exponerlo al grupo.
Analizar e interpretar la funcién primitiva como la antiderivada de una
funcidn, su notacion, y al célculo integral como el proceso inverso del
calculo diferencial en problemas de ciencias exactas (4rea bajo una cur-
va), naturales (crecimientos exponenciales) y sociales (oferta y demanda),
manifestar su opinién de forma escrita mediante una reflexion, después de
resolver los ejercicios propuestos.

Explicar el procedimiento algoritmico del problema escogido y lo manda
por correo al docente.

Resolver ejercicios de manera individual sobre integrales inmediatas y
técnicas de integracion; y para adquirir habilidad operativa en un contex-
to teodrico, comentar al grupo los obsticulos que encontraron al integrar
funciones, y dar sugerencias para identificar el tipo de técnica a aplicar de
acuerdo con la forma de la funcion.
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Antecedente de la integral

Desarrolla tus competencias

a) La grafica de la figura corresponde a la velocidad de un deportista en una carre-
ra. Utilizala para completar las celdas en blanco de la siguiente tabla, estiman-
do el valor de la velocidad cada medio segundo durante los tres primeros.

Tiempo (s) 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Velocidad (m/s)

Velocidad

b) Con las velocidades que estimaste, contintia de la misma manera encontrando
la distancia que recorrié durante esos tres primeros segundos. (Para cada in-
tervalo de 0.5 segundos puedes estimar la distancia multiplicando velocidad
X tiempo).

Tiempo (s) 0-0.5 0.5-1.0 | 1.0-1.5 | 1.5-2.0 | 2.0-2.5 | 2.5-3.0
Distancia (m)

¢) Estima el area de cada rectangulo, suma cada una de éstas y concluye si se
aproxima a la distancia recorrida del inciso b).

Velocidad
A

Tiempo



Integral indefinida  Bloque 2 21

Funcion primitiva o antiderivada

Sabemos que en matematicas las operaciones tienen sus inversas; por ejem- y A
plo, la adicion y la sustraccion, la multiplicacion y la division, elevar a una
potencia y extraer una raiz, etcétera.

En el calculo integral sucede exactamente lo mismo; la integracion es
una operacion inversa a la derivacion.

En el calculo diferencial aprendimos que si y = f(x), entonces la deri- Cq ~_
. d .. . .
vada de la funcion es % = f'(x); o bien si empleamos diferenciales, la de c
dx 2|
la funcion es: C3 >
Can] X

dy=f'(x)dx (definicién de diferencial)

El problema fundamental del calculo integral depende de la operacion in-
versa a la diferenciacion, es decir:

Hallar una funcién primitiva y = (x), cuya diferencial dy = f° ’(x) dx es
conocida.

Podemos resumir lo que se acaba de exponer con la siguiente ilustracion:

diferencial

N

La condicion que debe caracterizar a dy para que admita la funcion primitiva
sobre un intervalo es que debe tener continuidad en el intervalo.

La funcién primitiva f (x) que asi se obtiene se llama integral o antide-
rivada de la expresion diferencial dada; el procedimiento para hallarla se llama
integracion y la operacion se indica escribiendo el signo integral J. delante de
la expresion diferencial; de manera que:

Jr () de= £(x)
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Calculo integral

Ejemplos
Funcion Diferencial Integral
1. y=x' dy =3xdx J3x2dx =x’
2. y=¢' dy =e"dx Je*dxze"
1 1
3. y=Inx dy=—dx J—dx=lnx
X X

Significado geométrico de la constante de integracion

Cuando se integra una diferencial dada, lo que realmente se estd obteniendo es
una familia de funciones de la forma f (x) + C, donde C se denomina constante
de integracion; y es una constante arbitraria porque se le puede asignar cual-

quier valor real; a continuacién veremos por qué:
Como d (xz) = 2xdx, entonces,

J2xdx =x’
Como d (x2 + 3) = 2xdx entonces,

JZxdx =x"+3

Como d (x2 - 2) =2xdx entonces,

y A

y=x%2+3

JZxdx =x*=2
En general, como:

d f(x)+C]=s(x)ax
donde C es una constante arbitraria, tenemos que:

J.f’(x) dx=f(x)+C

\

se llama integral indefinida y C constante de integracion.

En general, cada diferencial proporciona una formula de integral inmediata.
En la tabla siguiente se listan las primeras integrales o antiderivadas que utili-
zaremos en esta seccion, y que se pueden comprobar derivando el resultado de

cada una de ellas.
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TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS
(algebraicas y trigonométricas — primera parte)
n+l
1. J.dx=x+C 2. Jx”dx= +C, n#-1
n+1
3. Jsenxdx:—cosx+C 4. Jcosxdx:senx+C
5. jsecz xdx = tanx + C 6. J‘csc2 xdx =—ctg x+C
7. Jsecxtanxdxzsecx+C 8. jcscxctgxdxz—cscx+C

Las siguientes propiedades de las integrales se llaman de linealidad y deben ser
tomadas en cuenta al momento de integrar una diferencial:

a) ch’(x) dx = cjf’(x) dx, donde ¢ es una constante.

b) I[f’(x)+g’(x)]dx=jf’(x) dx+Jg’(x) dx

) J.[af’(x)+bg’(x)]dx= ajf’(x) dx+bjg’(x) dx, donde a y b son

constantes.

Ejemplos

1. Calcular:

J3dx

Solucion
Deseamos encontrar una funcion cuya diferencial es 3dx:

I3dx = 3_,. dx=3x+C Aplicando la primera integral inmediata
y la primer regla de linealidad.

2. Calcular:

Solucion

J.xS dx = % +C Porque n =5, y aplicando la regla

namero 2 de la tabla anterior. o
(Continua)

23
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(Continuacion)

3. Hallar el valor de:
J. %/;dx
Solucion
J. %/;dx = .[x% dx
R

=2 4C
4

3

=%x%+C=%3/x_“+C

4. Hallar el valor de:

J. 3x°dx
Solucion
j3x5dx = 3j X dx
6
= 3[x—] +C
6
= l X +C
2
5. Calcular:
Sdx
=
Solucion
ng = 5jx73dx

-2
=5[X—J+C=—i2+c

2x

-2

Reescribiendo la raiz cubica.

1
:1 = —
n /Byn+1 3t

W | W
W |

Utilizando la regla ntimero 2.

Simplificando

Reescribiendo la expresion.
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6. Calcular:
[(3x* +4x? —2x+5)dx
Solucion
[ (357 +4x? —2x+5)dx = [3xdx+ [4x’dx — [ 2xdx + [ 5dx

= 3J. xdx + 4J x’dx — 2J.xdx + SJ. dx

4 3 2
=3 2 4] T -2 E |+sx+cC
4 3 2

=§x4+ix3—x2+5x+C
4 3

7. Calcular:

J(x - 3)2 dx
Solucion

J(x - 3)2 dx = J(x2 —6x+ 9) dx Elevando el binomio al cuadrado.

= J.xzdx - 6dex + 9de

3
=%—3x2+9x+C

8. Calcular:

2x° —
J- X —=3x dr
X
Solucion
2x” = 3x 2 e
J. dx = 2J X dx — 3J dx Dividiendo todo entre x y separando
* términos.
3
=2 (x—] ~3x+C
3
= zx3 -3x+C
3

(Continua)
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(Continuacion)

9. Calcular:
3
J(Sx/z —2csc’ x) dx
Solucion
3 3
J(Sx/z —2csc’ x)dx = SJ.x/de - 2Jcsc2 xdx
= 55— -2 (—cotx) +C Utilizando las reglas 2 y 6.
%
5
= 5[§x/zj+2cotx+ C
= 2% +2cotx+C
Evidencias de aprendizaje
Encuentra la funcién primitiva o antiderivada de cada una de las siguientes expresio-
nes, completando la propuesta sugerida. Comprueba tu respuesta por derivacion.
Expresion Antiderivada
4 _ 4 _
1. J3xdx—3fx dx = §x5+C

2. J‘%dx = 2Jx'5dx =
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. JS\/dex=5Jx%dx =

2\/x_5+C

3

4. j%/xizdxz

5. [aay'dy= ay* +C
6. [(ax’+b) dr=afx’dx+b[dr=

7. [[¢ -V +2)ax=

%x4—%\/x>3+2x+C
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8. j(l = x)2 dx = (Sugerencia: elevar el binomio al cuadra-
do y enseguida integrar.)
2t — 2 3
9. j d - 3 dt = (Sugerencia: dividir entre ¢° antes de §t3 t < +C
/ integrar.) 4t
10. J.(seczx—x2)dx =
12, [x(Jx-2)dr=
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X =

. _ﬂx+2¢;ﬂx_2¢;ki %x2_4x+c

X

Valor de la constante de integracion y condiciones iniciales

Las condiciones iniciales para determinar el valor de la constante de integracion
C son datos adicionales a la integral que queremos resolver. Veamos los siguien-
tes ejemplos:

Ejemplos

1. Hallar f (x) sabiendo que:

f’(x):x3+2 y f(0)=1

Solucion

Lo que se tiene que hacer primero es calcular f (x) = J(x3 + 2) dx para cualquier valor de la
constante C:

f(x)z J(x3 +2)a’x=ix4 +2x+C

Para conocer el valor de C utilizaremos las condiciones iniciales, es decir, cuando f (O) =1;

f(o):i(o)4+2(o)+c:1

De esta ultima expresion se obtiene que C = 1. Por tanto
la funcion f (x) buscada es:

f(x)zix4+2x+1 f

La grafica muestra algunas funciones de la familia x

f(x)= %x4+2x+1

f(x)z%x4+2x+C

(Continua)
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(Continuacion)

2. Hallar f (x) a partir de f ’(x) =2x+1ly f (2) =4. Comprobar el resultado comparando las
graficas de f’(x) y f(x).

Solucion
Se busca la antiderivada general de f ’(x) =2x+1

_|.(2x+1)abc=x2 +x+C
Enseguida se evalua la funcioén encontrada en x =2

7(2)=(2) +2+C=4
4+2+C=4
C=4-6=-2 Se despeja C.

La funcion buscada es f(x) =x"+x-2.
Si se comparan las graficas siguientes se puede comprobar que cada ordenada de f ’(x)

corresponde al valor de la pendiente de f (x) en cada punto de ésta.

A
y 0 y

Xy

f(x)=x2+x—2 f’(x)=2x+1

Evidencias de aprendizaje

1. Encuentra f (x) a partir de las condiciones dadas y comprueba tu respuesta

trazando la grafica de f (x) ( ) 2
R. a) flx)=x—x"+3

b) f(x):%x3—3x+l
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a) f'(x)=1-2xsi f(1)=3

/(%) f(x)=1-2x
b) f'(x)=x2—3 si f(O)zl
A A
y y
f(x) f(x)0x2—3

2. Encuentra f (x) a partir de las condiciones dadas a continuacion.

Condiciones Funcion primitiva

1L f'(x)=3"-2x-1y (0)=3 flx)=x*-x"-x+3
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2. f'(x)=cosx y f(0)=1

3. f’(x)zseczxyf(0)=3 f(x):tanx+3

4. f(x)=6x"-2x+1y f(2)=1

5. f(x)=2-3y 1(1)

5 f(x)sz—x3+4

Aplicaciones

Las condiciones preliminares de un proceso nos sirven para conocer la posicion
inicial de una particula en movimiento, el inventario de un negocio, los costos
fijos, el nimero de bacterias al comenzar un experimento, etcétera.
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Ejemplos

1. Un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado con una velocidad de:

v =3¢ —2 unidades por segundo.

Cuando ¢ = 0, su posicion inicial es de 2 unidades a la derecha del origen. Hallar la posicion
después de 2 segundos.

Solucion

Sea s(t) la posicion del objeto en cualesquier instante. Sabemos que la velocidad v del objeto es:

ds 2

v=—; portanto, ds=vdt= (31,‘ - 2)dt

dt

La posicion del objeto en cualesquier instante ¢ es:
s(t)= j(3t2 —2)dt =£-2t+C
Luego, si S(O) =2, entonces S(O) = (0)3 - 2(0) +C=2,dedonde C=2,y
s(t)=1-20+2

La posicion del objeto en el instante # =2 segundos es:

s(2)=(2) =2(2)+2=6 unidades,
significa que pasados 2 segundos el objeto se encuentra a 6 unidades a la derecha del origen.

SA

( £(0)=2 ¢

Esquema del movimiento del objeto

~Y

(Continua)
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(Continuacion)
2. Si se arroja un objeto hacia arriba desde una altura inicial de 1000 pies, con una velocidad de
50 pies por segundo, encuentra la velocidad y la altura después de 4 segundos.

Solucion
Sabemos que la aceleracion en un movimiento vertical es de —32 pies/seg” y que es la derivada
de la velocidad con respecto al tiempo. Por tanto,

g= ? =-32, y dv=-32dt

! 50 pies/seg | ;

entonces el valor de la velocidad en cualquier tiempo ¢ es: ¢
5 t=4 seg

v=[-32dt=-32+C I

pero la velocidad inicial es 50 pies/seg, cuando ¢ =0, 1000|pies

luego v(0)=-32(0)+C, =50 de donde C, = 50. |

La velocidad en cualesquier instante viene dada por:

v=-=32t+50
Después de 4 segundos el objeto lleva una velocidad de v = —32(4) +50 = —78 pies/seg.

Sea s (t) la posicion del objeto en cualquier instante; ademas de que su velocidad es precisamen-
te la derivada de la posicion con respecto al tiempo:

V= %, entonces ds = vdt =(-32t+50)dt
Entonces la funcion de posicion buscada es:
s(r)= [(-32¢+50)dr = 161> + 50t + C,
2
como s5(0)=1000, tenemos que s(0)=—-16(0) +50(0)+C, =1000, de donde C, =1000.
La ecuacidon que describe la posicion de la trayectoria es:

s(t)==16¢" +50¢+1000

Finalmente calculamos la posicién s(t) para un tiempo de 4 segundos:

5(4)=-16(4)" +50(4)+1000 = 944 pies
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3. Una poblacién es atacada por una epidemia de gripe. Sea N (Z) el nimero de personas enfermas
al tiempo ¢ medido en dias, cuando inicia la epidemia N (0) =100, y un matematico determina

. . dN
que la gripe se esta extendiendo a razén de 1207 — 3¢ personas por dia (E) . Hallar cuantos

enfermos habra después de 10 dias si no se controla la epidemia.

Solucion

Como Cf{—N =120t —3¢*; tenemos que hallar el valor de N (t) integrando la razén de cambio
1201 -3¢ :
[(1200=3¢)dr =60 =1+ C
2 3
Cuando =0, N(0)=100 entonces 60(0) —(0) +C =100 de donde C = 100.
El nimero de personas enfermas en un tiempo ¢ es:
N(t)=606 -1 +100

Cuando pasen 10 dias, si la epidemia no se controla, habra:

N(10)=60(10) (10) +100=5100 enfermos.

Evidencias de aprendizaje

1. Un objeto se mueve a lo largo de un eje de coordenadas con una velocidad
de v =4+ -3 unidades por segundo. Su posicion en el instante =0 es
2 unidades a la izquierda del origen. Hallar la posicién del objeto 3 segundos

mas tarde.
R. 25 unidades a la
derecha

| | | I I 11 1 N_1 >

5 4 -3 -2 -1 0 1 2 25

2. Un objeto se mueve a lo largo de un eje de coordenadas con una velocidad de
v=2t—1t" unidades por segundo. Su posicion en el instante =0 es 3 uni-

35
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dades a la derecha del origen. Hallar la posicion del objeto 3 segundos mas
tarde.

-«
 —

i;

Movimiento

3. Una pelota es lanzada hacia arriba desde una altura de 256 pies sobre el nivel
del suelo con una velocidad inicial de 96 pies por segundo. Si se sabe que la
velocidad al tiempo ¢ es de v =96 —32¢ pies por segundo:

a) Encuentra s (t) la funcion que da la altura de la pelota al tiempo z.

b) (Cuanto tiempo tardara la pelota en llegar al piso?

R. a) 256 +96¢— 16t
b) t=8s

96 pies/seg |

256 pies

4. Una pelota es lanzada hacia arriba con una velocidad inicial de 60 pies por
segundo. ;Cuanto ascendera? Considera que la aceleracion del objeto es

g= % =—32 y que la velocidad en cualesquier instante es v = % .

et T T

v =60 pies/seg
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. . . . . . 1
5. Una mina de carbon esta produciendo carbon a razon de 40+ 27 — P £’ tone-

ladas por hora. Encuentra una formula que describa la produccion total de la

mina después de ¢ horas de operacion.
2 1 3
R. 40t+t"——t +C
18

6. Costo total. Un fabricante de un producto de limpieza estima que la varia-
cion de su costo (costo marginal) por fabricar el producto es 0.2x+1 en
cientos de ddlares a un nivel de produccion de x toneladas diarias. Los costos
fijos son de 200 dolares diarios. Encuentra el costo de fabricar x toneladas del
producto diarias.

Los economistas le llaman costo marginal a la derivada del costo total.

$

7. Ingreso total. Un fabricante de joyas determina que el ingreso marginal

R (x) en dolares asociado con su produccion y venta de x joyas es:
R (x) =85—x

a) Hallar el ingreso total por la venta de x joyas.

b) LC(ue)il es el ingreso total para un nivel de produccion de 30 articulos si
R(0)=07?

1
R. a) 85x—5x2+C
b) 2100 dolares
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8. Utilidad total. El fabricante de joyas del ejercicio anterior ha encontrado que la
utilidad marginal en ddlares asociada con la produccion y venta de x joyas es:

P'(x)=70-x

Hallar la utilidad total por la venta de x joyas si se sabe que P(O) =-1000.

Cambio de variable, regla de sustitucion
o regla de la cadena

Cuando tenemos que integrar una diferencial, producto de una funciéon compues-
ta, es conveniente hacer un cambio de variable para que se nos facilite el proceso
de integracion.

En una integral de la forma:

[ rlg0]e (x)dx

si hacemos u = g(x) y du= g’(x)dx, entonces la integral se puede escribir como:

ysi F (u) + C es la antiderivada de la expresion anterior podemos concluir que:

J.f(u)duzF(u)+C=F(g(x))+C

Ejemplos

1. Calcular:

J(xz + 3)5 2xdx
Solucion
Hagamos:
u=x"+3 luego du=2xdx
Entonces:

J(xz +3)5 2xdx = Jusdu = éu(’ +C

1 6 .
= g(x2 + 3) +C Sustituyendo u por x* + 3
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Comprobaciéon

%[é( 2 43) +c}=§(x2 +3) (2x)=(x*+3) 2x

En los siguientes ejemplos dejamos al estudiante la comprobacion
como ejercicios.
2. Calcular:
JZsen (Zx - 3) dx

Solucion
Hagamos:

u=2x-3, luego du=2dx
Entonces:

j2sen(2x—3)dx= jsenuduz—cosu+C

= —cos(2x - 3) +C Sustituyendo u por 2x — 3

3. Calcular:
j sen x cos xdx

Solucion
Hagamos:

u=senx, luego du=-cosxdx

Entonces:
1,
Jsen xcosxdx = judu = Eu +C

1 .
= Esenzx +C Sustituyendo u por sen x

4. Calcular:

dx
/ (2+3x)

(Continua)
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(Continuacion)

Solucion
Hagamos:
1
u=2+3x, luego du=3dx vy dngdu
Entonces:
J dx _ J Tdu
(2+3c) 7w
1 1 u?
S[uwtau=-| "= |+ C
3 31 -2
1 1 .
=——5+C=-———-+C Sustituyendo u por 2 + 3x
6u 6(2+3x
5. Calcular:
sz 2+x dx
Solucion
Hagamos:

u=2+x’, luego du=23x"dx
1 2
Entonces podemos ver que gdu = x"dx; por tanto,

_[x2 2+ xdx = J%u%du

3

2 3
e +C=%u2+C
3( 3
2
2 3 .
=§(2+x3)A+C Sustituyendo u por 2 + x°

6. Calcular:

j2x2 sec’ (x3 + 1)dx
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Solucion
Hagamos:

u=x"+1, luego du=3xdx 'y %zxzdx
Entonces:
2 2 3 2 l 2
_[2x sec (x +1)dx=J2sec u| —du |==tanu+C
3 3
=gtanu+C=ztan(x3+1)+C
3 3

7. Calcular:
J sec’ x tan xdx
Solucion

Jsec3 x tan xdx =J sec’ x(sec X tanx) dx
= Juzdu = lu3 +C
3

1 .
=—sec’x+C Haciendo u = sec x luego
3 du = sec x tan xdx.

La tabla siguiente es semejante a la primera coleccion de reglas que se vio en
la seccion pasada, pero indica el cambio de variable en la integral original en la

forma Jf(u)du.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS
(algebraicas y trigonométricas — segunda parte)

n+l

Ju"du:u +C, n#-1

n+l
jsenuduz—cosu+C Jcosuduzsenu+C
Jsecz udu =tanu+C Jcscz udu=—ctgu+C

Jsecutanuduzsecu+C jcscuctguduz—csqurC

41
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Evidencias de aprendizaje

Calcula las siguientes integrales utilizando la regla de sustitucion.

Integral

Solucion

1. J(2x = 3)3 dx (Sugerencia: hacer u=2x—-3)

é(Zx—3)4+C

2. J\/Zx —3dx

dx
* (2x+1)

4(2x+1)

+C

4. J(a + bx)2 dx
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5. JVxZ —3 xdx

(» —3)3 +C

W | —

6. |

t(2 = 3t2)2 dt

7. [y(3-3) a.

(Sugerencia: elevar el binomio al cuadra-
do y multiplicar por y.)

9 2 3.9 4
-y =6y +-—y"+C
SV TGy

5x%dx

8. | —

9. &X} ;Z‘FC
(2—3x2) 2(2—3x2)




44

Matematicas VI

Calculo integral

10.

(Va-x)
dex

ij3+3x

xX’dx é 4 _ 4\
11. j3x4_4 8*(x 4) +C
2x+3
12. dx
J‘\/x2+3)c
13. x +1 dx %\/x3+3x+C

14.

J.cos(3x + 1) dx
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15. J-sen Txdx

1
——cosmx+C
ar

16. jcscz (x + 1) dx

17. J- sec 2x tan 2xdx

lsec2x+C

18. Itanx sec” xdx

cos ay

J‘xll—sen ay

19. dy

—Exll—sen ay+C
a
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20. J.(l + tan x) sec” xdx

21. jxsecz xdx %tanxz +C

22. '[tan(l = 3x)sec2 (1 = Sx)dx

Integral de la funcion logaritmo natural

La funcién y =Inx cuya derivada es — para toda x >0 se denomina funcion logaritmo natural y tiene
como base el numero e = 2.7182. *

y=Inx

i

X

Domino x>0

Grifica de la funcién logaritmo natural
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Las integrales de la forma:

g'(x . du
JQ dx pueden reducirse a la forma | —

g (X ) u
si hacemos la siguiente sustitucion:

uzg(x) y duzg’(x)dx

1 L . .
y como di(ln u) = —, o bien si empleamos diferenciales d (ln u) = ﬂ, es claro
u

que: u u
d
J.—u =lnu+C, u#0
u
Ejemplos
1. Calcular:
J dx
2-3x
Solucion 1
Hagamos u = 2 — 3x, entonces du = —3dx, luego ——du = dx. Por
tanto, 3

| a1 ﬂz—llnu+cz—lln(2—3x)+c
2—-3x 37 u 3 3

2. Resolver:

J- x2dx
ax’—b
Solucion 1
Hagamos u = ax® — b, entonces du = 3ax’dx, luego —du = x’dx.
Por tanto, 3a
x’dx -
J. ax’ —b - J.;du
- L @zilnquC: iln(a)c3 —b)+C
3a u 3a 3a

(Continua)

47
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(Continuacion)

3. Calcular:

dx

J' 2x+3
x* +3x

Solucion
Hagamos u = x° + 3x, entonces du = (2x + 3)dx. Por tanto,

J2x+3dx=I%?=lnu+C

x> +3x
= ln(x2 +3x)+ C
4. Resolver:
J sec’ x
a+btanx
Solucion 1
Hagamos u = a + b tan x, entonces du = bsec” xdx y —du = sec’ xdx.
Por tanto, b
2
l¢du 1 1
Jsec—xdx = [ Zhu+C= —ln(a+btanx)+ C
a+btanx b u b b
Evidencias de aprendizaje
Calcula las siguientes integrales utilizando la regla de sustitucion.
Integral Solucion
L[ Lin(2r+3)+C
21° +3 4
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y=2
2. d
J y—dy”
3 j sen t ln(l—cost)+C
) 1—cost
4. [ —ar
a+ be*
. o —1 2)+C
S. J 20 t3 dx (Sugerencia: hacer primero la division.) Zx=ln (x * )
x+2
x*+1
6. J. dx (Sugerencia: hacer primero la division.)

x+1
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%ln(1+e2*)+c

x2dx
'[ 2x° -1

9 JSCHX—COSX
sen x +cosx

dx

—ln(senx+cosx)+C

0. | 1+xx dx
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Integral de la funcion exponencial

La funcién y =¢" para toda x real recibe el nombre de funcion exponencial y es
inversa a la funcion logaritmo.

y A e
/// y=Inx
(0, 1) /
_// >
7 (1,0) X

Las integrales de la forma:
Jeg(x) g (x) dx  pueden reducirse a la forma Je“du
y si realizamos un cambio de variable tenemos que:
u= g(x) y du =g’(x)dx

d L . .
y como —(e”) =¢", o bien si empleamos diferenciales d (e”) = ¢"du es claro
que: du

Je“du =e'+C

Ejemplos

1. Calcular:
J.el‘lxdx

Solucion
du

Hagamos u — nx, entonces du = ndx y — = dx, por tanto,
n

je"xdx = lje”du = le" +C= le'” +C
n n n
(Continua)

Bloque 2
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(Continuacion)

2. Calcular:
Jx
J ¢ dx
Jx
Solucion | 1
Hagamos u = \/;, entonces du =—=dx y 2du =—=dx; por tanto,
W Jx
Jx
J.f/fdx=2.[e“du=26“ +C=2€‘/; +C
X
3. Calcular:
3x
j : dx
e’ +1
Solucion du
Asociemos esta integral con la forma J—; entonces,
u

d
u=e*+1, du=3e"dx 'y ?u =e’dx; por tanto,

3x
I e_ abc=1 @=llnu+C=lln(e3"+l)+C
e +1 37u 3 3

4. Hallar f(x) a partir de que f’(x) =e',y f(O) =1

Solucion
Tenemos que calcular la integral de 1 (x) =¢" y luego evaluar la fun-
cionenx =0,

Jexdx =" +C

luego f(O)z e’+C=1; de donde C=1-¢"=1-1=0, de manera
que la funcién buscada es:

f(x)= e’
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2

5. Las integrales de la forma Jx[—eszx desempetian un papel im-

portante en la probabilidad y estadistica, ya que representan una distri-
bucién normal. Integremos pues la expresion

jx{—ei}zx para  f(0)=1

yA

y= e—x?2

xy

Solucion 1
Hagamos u=- Exz du =—xdx; por tanto,

J.x[—ex;de =—[e'(-du)=¢"+C

entonces ¢’ + C =1, de donde C=0. La funcién buscada es: f (x) = e;7

Evidencias de aprendizaje

Calcula las siguientes integrales utilizando la regla de sustitucion:

53

Integral Solucion

3x
1. JZe dx %eh_,_c
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. J 2e" xdx

3. Je%dx; para f(O):3/2 —Ee_2x+3
4. J‘(e;—e_;)dx
5. Jese“ cos xdx; para f(O) =2 e +1

b J\/de
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’ _[ 3dx

3[6,\'

(ex - 3) dx
8. | =
0 J-e"dx —1n(2—e*)+c
) 2—¢"
0. | 1+xx2 dx

11. J.x(3— e )dx
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(e&—Z)dx 26‘/;—4 x+C

ax+b
14, [e"dy Lo, o

Aplicaciones

Generalmente se elige la funcion exponencial ¢* para resolver problemas de
caracter exponencial, por la facilidad que existe para derivarla e integrarla.

Ejemplo

Crecimiento exponencial. La tasa mundial de consumo de petrdleo al
tiempo ¢ es 16.1¢*””" miles de millones de barriles anuales. Encuentra

la cantidad total de petréleo que se consumio de 1990 (t = 0) al 2000

(r=10).
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Solucion

Llamemos C (t) el consumo total del
tiempo 0 al tiempo ¢, entonces

C(t)=[16.1¢""d

161
0.07

e"du=230e"+C

=230¢"" +C

pero en el tiempo ¢ = 0, C (0) =230’ +C =0, quiere decir que
C=-230.
Luego el consumo total para cualesquier tiempo es:

C(1)=230¢"" - 230

En la década de 1990 al 2000 ¢ = 10, entonces el consumo fue:

0.07(10)

C(IO) =230e — 230 = 233 miles de millones de barriles.

‘ Evidencias de aprendizaje

1. La tasa de produccion de gas natural industrializado en Estados Unidos ha

sidode R’ (t) millones de BTU anuales al tiempo ¢, donde =0 corresponde

al976y R'(t) =20¢""". Encuentra una férmula que describa la produccion
total de gas natural industrializado de 1976 hasta el tiempo ¢.

(R. 1000&"** - 1000 )
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Estados Unidos ha consumido mineral de hierro a razon de R’(t) millones
de toneladas métricas anuales al tiempo ¢, donde # = 0 corresponde a 1980 y
R’(t) =94¢"""" . Encuentra una formula que describa el consumo total del
mineral hasta el tiempo .

Un paquete de fresas congeladas se sacan de un congelador a —5"C hacia
una habitacién a 20°C. Al tiempo # la temperatura promedio de las fresas

esta cambiando a razén de 10e** grados centigrados por hora. Encuentra la

temperatura de las fresas al tiempo ¢.
(R. -25¢* +20 )

Integracion de funciones trigonométricas

En secciones pasadas vimos que:

Jsen udu=—-cosu+C

jcosudu =senu+C

jsecz udu = tanu + C

jcscz udu=—ctgu+C

jsecutanudu= secu+C

jcscu ctg udu =—cscu+C




Integral indefinida

Ahora que nos hemos familiarizado con la funcién logaritmo natural y la funciéon
exponencial, podemos agregar a la lista de integrales inmediatas cuatro formulas
bésicas mas.

Jtanudu: ln|secu|+C J.cotudu: 1n|sen u|+C
Jsecudu = 1n|secu + tanu| +C jcscudu = ln[cscu - cotu]+ C
Ejemplos

1. Calcular:
J. tan 2axdx

Solucion
Hacer:

u=2ax, du=2adx y —=dx

tan 2axdx = i tan udu
2a
= i1n|sec u| +C
2a

= i 1n|sec 2ax| +C
2a

2. Calcular:
2
J(l + tan x) dx
Solucion
En esta integral la evidencia nos dice que debemos desarrollar el bino-
mio primero y después buscar formas de integracion:

J(l + tan x)2 dx = J(l +2tanx + tan’ x) dx Elevando el binomio

(Continua)

Bloque 2
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(Continuacion)

= j(1+tan2 x+2tandex
H—/

SCCZ X

= J(secz x+ 2tanx)dx
= J.sec2 xdx + 2'[ tan xdx

=tanx+2In(secx)+C

Evidencias de aprendizaje

Calcula las siguientes integrales utilizando la regla de sustitucion.

Identifica la identidad

Integral

Solucion

1. Jcos kxdx

lsenloc+C
k

2. J sec 2xdx

3. Jcsc 2x ctg 2xdx

1
——csc2x+C
2
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4. J.cscz 3xdx
d . tanu +C

S. J Z; (Sugerencia: utilizar sec’ u = 5

cos” u cos” u
6. j(sec x— 1)2 dx (Sugerencia: desarrollar primero el

binomio.)
2 tanx —ctgx + C
7. j(tg X +ctg x)
du . . . .
J— (Sugerencia: racionalizar el denominador.)
I+cosu
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Atencion. Racionalizar una fraccion cuyo denominador sea un binomio signifi-
ca multiplicar y dividir la fraccion por su conjugado; por ejemplo, si deseamos

N 1 .
racionalizar ——— se procede de la siguiente manera:
+sen x

1 1 I-senx I-senx l-senx 1 sen x

l+senx l+senx l—-senx 1-sen’x cos’x cos’x cos’x
Observa que los dos términos de la tltima expresion ya son facilmente integrables.

Integracion por partes

Cuando no podemos aplicar alguna de las formas de integracion que hemos visto
hasta aqui, podemos intentar integrar por partes. Esta es una regla que resulta de

la derivacion del producto de dos funciones u(x) y v(x) que dice lo siguiente:

Sean u y v funciones de x, entonces la diferencial de u por v es:
d(uv) =udv+vdu

y si trasponemos términos,
udv = d(uv) —vdu

luego, al integrar esta tiltima expresion se puede escribir:

J.udvzuv—_l‘vdu

Las siguientes recomendaciones son significativas al momento de utilizar esta
técnica de integracion:

* dx siempre es una parte de dv.

» Debe ser posible integrar la parte dv.

* Es mejor elegir la parte que parece mas complicada de integrar, como parte
de dv, siempre y cuando sea integrable.

Ejemplo 1

Hallar: jxcos xdx
Solucion

Hagamos: u=x dv = cos xdx
Entonces:

V= J.cosxdx: sen x
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Por tanto,

chosxdxz X senx—jsenx dx
~ = — -~

u v v

=X senx—(—cosx)+C=x sen x +cosx+C
La eleccion de u y dv resultd un éxito, pero si hubiésemos elegido:

U=cosXx dv = xdx
L
du = —sen xdx vzj.xdxz—x
2
La integracion por partes seria entonces:

1 1

—x’cosx — —sz (—sen x)dx

2 2

una integral mas compleja que la inicial. Por eso es crucial una buena elec-
ciondeuy dv.

Desarrolla tus habilidades

Resuelve correctamente cada una de las siguientes integrales, escribiendo en
cada celda la parte correspondiente (observa la integral numero 1).

63

Integral Seleccion de las partes

1. _[xsecz xdx =

du = dx

dv = sec” xdx

V= Jsecz Xxdx =tanx

Resultado xtanx+ In (cos x) +C
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2. jx sen 3xdx =
u=
du =
dv =
y=
Resultado
3. jxxlx +1dx =
A=
du =
dv=
V=
Resultado 2y (x+ 1)3 _4 (x+ 1)5 +C
3 15

Ejemplo 2

Calcular:

Jx ln(Zx) dx
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Solucion

En una integral por partes, donde aparezca una funcion logaritmica, siem-
pre debemos escoger a ésta como parte de u, ya que no tenemos ninguna
forma elemental para integrar una funcion logaritmica.

u=1In2x dv = xdx
2
duzl(Z)dxzﬁ vz_[xdxzx—
2x X 2

[ xin(2x)dx = ln(Zx)(%z)_ J(%z)(%)

2

1
= %ln(2x)—EJ‘xdx

2

=%ln(2x)—%x2 +C

Desarrolla tus habilidades

Resuelve correctamente cada una de las siguientes integrales:

65

Integral Seleccion de las partes

1. Jln3xdx =

du =

dv=

Resultado xIn3x—x+C
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2. jxﬁlntdt:

dv=

Resultado

3. Ix” In xdx =

du =

n+l
X 1
Resultado (ln X — J +C

Ejemplo 3

Hallar:
J-x sec™! xdx
Solucion

Las funciones trigonométricas inversas, al igual que las logaritmicas, de-
ben escogerse como parte de u:
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u=sec x dv = xdx
dx x
du=——— v=|xdx=—
xvVx’ -1 J 2
2 2
2 X 0 X dx
xsec xdx=—sec x— || — |[——
J. 2 J.[ 2 Jx /xz -1
2 1
_ X = 11 2 -
= ?sec x— EEJ(X - 1) (Z)xdx
1
2 1(x*=1)
= x—sec'1 x——u+ C
2 4 1
2
2
1
=X sec x——Vx —14C
2 2
Desarrolla tus habilidades
Resuelve correctamente cada una de las siguientes integrales.
Integral Seleccion de las partes
1. J.x tan™" xdx =
u=
du=
dv =
Vv =

1
Resultado E(XZ tan™ x + tan™' x — x) +C
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2. jsec’1 ydy=

du =

dv=

Resultado

3. j sen”'xdx =

dv=

Resultado

xsen 'x+Vl-x*+C
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Ejemplo 4

En algunas ocasiones la integracion por partes se presenta mas de una vez.

Hallar:
szezxdx
Solucion
Hacemos:
u=x" dv = e*dx
1 2x 1 2x
du = 2xdx v=—Je’(2)dx=—e
2 2
2 2x 1 2 2x 1 2x
J.x edx=—x"e” —J‘ —e (Zxdx)
2 2
1 .
=—x"e" - jxezxdx (se presenta de nuevo la integral
2 por partes)
U=x dv = e*dx
du = dx vzlj.e“(Z)dx:lez"
2 2
J.xzezxdx =—x* - J.xezxdx

2 2
1
= Exzezx —xe* +—e*+C

69
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Desarrolla tus habilidades

Resuelve correctamente cada una de las siguientes integrales.

Integral

Seleccion de las partes

2
1. jx COSX =

Resultado x?senx+2xcosx—2senx+C

2. jx2e*'dx =
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du=

dv=

Resultado

3. J.xze_"dx =

dv=

du =

Resultado

—x’e*—2xe -2 +C
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En otras ocasiones la integral por partes que buscamos reaparece en el segundo
miembro y nos desconcierta sobremanera, pero si analizamos detenidamente el
proceso, esto es lo que nos da la pauta para encontrar la solucion buscada.

Ejemplo 5
Hallar:
3
Jsec xdx
Solucion
Factorizamos sec’ x como secxsec’ x, de manera que la integral a resol-
ver es:
jsec3 xdx = J sec xsec” dx
Hagamos u=secx dv = sec” xdx

du = sec x tan xdx v= JsecQ xdx = tan x

_[ sec’ xdx = J secxsec’ dx = sec x tan x — j tan x (sec x tan xdx)
scczx—l

=secxtanx— Jtanz x sec xdx

2
=secxtanx— j(sec X — l)secxdx
=secxtanx— J(sec3 x— secx)dx

=secxtanx— jsec3 xdx + _[sec dx

=secxtanx — +ln(secx+tanx)

Aqui es donde reaparece la integral J.sec3 xdx que estamos buscando, pero
con signo contrario, de manera que trasponiendo términos tendremos:

2J. sec’ xdx =sec x tan x + ln(secx + tanx)

Por tanto la integral buscada es:

secxtanx + ln(secx + tanx)
2

+C

J-sec3 xdx =



Desarrolla tus habilidades
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Resuelve correctamente cada una de las siguientes integrales.

Integral

Seleccion de las partes

1. J‘e“ cos xdx =

du =

dv =

Resultado

%e’“ (senx + cosx)

2. Jcsc3 xdx =

du=

dv=

Resultado

3. Jee sen 0d6 =

du =

dv=

Resultado

%ee (sen0 —cos 0)

+C
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Integracion por sustitucion trigonométrica

Las integrales en las que aparece una de las formas Jai—x2, Ja+x* o

x” —a’ generalmente pueden simplificarse haciendo una sustitucion trigono-
métrica. En estos casos se transforma el integrando en una forma trigonométrica
semejante a las que hemos estudiado hasta hoy.

Una manera facil de relacionar y justificar las formas \/ a’—x°, \/ a+x’

o Vx’—a’ con sus correspondientes sustituciones es mediante tridngulos

rectangulos:

Forma

Sustitucion

Justificacion

a —X

xX=asenu

\/az—xz =acosu

a +x

xX=atanu

Na* +x* =asecu

X —a

X=asecu

\/x2 —a’ =atanu

X —a
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Ejemplos
1. Hallar:
J' dx
3
s’
Solucion

En primer lugar, la integral se puede reescribir de la siguiente manera:

j dx 3ZJ- dx :
(4-v) " (Va-v) ’

Significa que la integral tiene la forma Va’ — x*. d

2
Por tanto, a° =4 y a =2, en seguida hacemos: 4-x

x=2senu, dx=2cosudu y ~N4-x* =2cosu

j dx _ 2cosu3du

(4—x2)4 (2cosu)

du 1

=— | ——==|sec’ udu
4 j cos’u 4 -[
-1 tanu+C=——+C Sustituyendo tanu = en el triangulo
4 44— X 4—x
2. Hallar:
J> dx
xX*\x? -4
Solucion
Hacemos:

x=2secu, dx=2secutanudu y ~Nx —4=2tanu

(Continua)
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(Continuacion)

Luego:
_[ dx ZJ ZSe;cutanu " X a
xZ\/x2—4 4sec” u-2tanu x' -4
1 1 “
=— du
4 J. secu 2
1
=1 J. cosudu
1 x’—4 . .,
= 2 senu+C = 2 +C  Sustituyendo en el tridngulo.
X
3. Hallar:
J. o
9—x?

El hecho de que aparezca V9 —x” en el integrando sugiere la sustitucion x = 3senu y que al
hacerlo llegaremos al resultado correcto, pero la experiencia nos ensefia que es mas facil hacer
lo siguiente:

u=9-x>, du=-2xdx y —@zdx
2
luego:
1
1 2
J‘dez—ljﬂz—lju Aduz—%—+C=—\/7=—\/9—x2+C
Vo—x* 2 \/; 2 2
4. Hallar:
j dx
xVax> +9
Solucion
Hacemos:
3 3, 3
2x =3tanu, x=5tanu, dxzzsec udu 'y 4x°+9 =3secu
Luego:

J- dx '[ ¥ sec’ u
= u
xWdx>+9 7 ¥tanu-3secu
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= 1_[ ! sec du

37 tanu

cotu

= lJ.cotusecudu = 1 cosu . ! du

3 37 senu cosu

1 1 1 1
=—J duz—J.cscudu=—1n|cscu—cotu +C

37 senu 3 3

[ 2

= 1 In Va9 3 +C Sustituyendo en el tridngulo.

3 2x 2x

2 —

=—In VA 493 +C Simplificando.

3 2x

Desarrolla tus habilidades
Calcula las siguientes integrales.
Integral Sustituciones
1 J' dx _
L ——= a
x4 —x’ X
2 2
a —x
X =
dx =
az _ xz _
4-x°
Resultado - +C

4x
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X

Integral Seleccion de las partes
4 _ 2
2 [V a
X X
a* —x*
x =
dx =
at—x' =
Resultado
dx
3. _— 2 2
+
'[ XV + x? aTx ¥
a
=
dx =
a+x’ =
1 9+x* -3
Resultado —In[———+C
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V1+x?
4. J. dx az + x2
* X
a
X =
dx =
a’+x’ =
Resultado
x’dx a
5. j —~ .
(4-2)
a’—x*
=
dx =
ad—x =
X e
Resultado —sen'=+C

4-x°
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dx
6. _[—3 a+x°
(1 +x° )2 X
a
X =
dx =
a+x’ =
Resultado
A a |
4-x°
a—-x
X =
dx =
a—x'=
Resultado —J4—x*+C
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El siguiente ejemplo requiere completar primero el cuadrado perfecto, por tanto:

Cuando una expresion implica completar el cuadrado perfecto, basta con sumar-
le y restarle la mitad del coeficiente de x al cuadrado, y considerar precisamente
el signo de este coeficiente. Ejemplos:

a) x2+2x=x2+2x+12—12:(x+1)2_
b) x*+2x-3=x>+2x+1>— (x+1)
©) 2x2—4x+5=2(x2—2x+12—1 J+5=2(x-1) +3

Ejemplo 5
Hallar:
[
VxP+2x-3
Solucion
Primero completamos el trinomio cuadrado: o+l
2
J- : X dy— x2 iy Vix+1)y -4
\/x +2x-3 \/(x+1) —4 >

enseguida hacemos la sustitucion trigonométrica:

x+1=2secu, x=2secu—1, dx=2secutanudu 'y (x+1)2—4=2tanu

luego:

-2secutanudu

X 2secu—1

J\/(x+l)2_4dx:-[ 2tanu
=J(2secu—1)secudu=J(Zseczu—secu)du
=2tanu—ln|secu+tanu|+C

i (x+1) -4 L x+1+~/(x+1)2—4‘+c

2 2 2 ‘

Sustituyendo en el tridngulo.

i3 1|x+1+\/x2+2x—3|

- n‘ > ‘+ C Desarrollando el binomio.

81



82 Matematicas VI  Calculo integral

Desarrolla tus habilidades

Calcula las siguientes integrales.

Integral Sustituciones
1 jL _
2 e 3 x—1
Ve —ax Jo1y_4
2
x =
dx =
(x-1) -4=
[ 2
Resultado lnIX_lJr xz _2x_3|+C
2 —1
(x*—dx+4)

Resultado
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3. JV6x—x2 —8dx =

dx =

1—(x—3) =

Resultado

%sen"l(x—3)+%(x—3)\/6x—x2 —BC

x—1
A o
2

dx =

(x—1)2—4=

Resultado

Vx*=2x-3+C
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Integracion de funciones racionales o parciales

En esta seccion vamos a recordar que una funcién racional resulta de la division
de dos polinomios. Asi, por ejemplo:

5 3x-2 3x—2x7 - 1
P)= 1) 5o v W

son funciones racionales.

De éstas, las dos primeras son funciones racionales propias, porque el gra-
do del numerador es menor que el del denominador; en las impropias el grado
del numerador es igual o mayor que el grado del denominador.

Antes de comenzar a integrar funciones racionales recordemos también que:

3 2 6x+3+4x-2 10x+1

2x—1+2x+1:(2x—1)(2x+1) (2x—1)(2x+1)

Es evidente que, por la estructura de la fraccion, el proceso inverso tiene que ser
de la siguiente manera:

0x+l _ A B
(2x—1)(2x+1)_2x—1 2x+1

Este es uno de los varios casos que se nos puede presentar en la técnica de inte-
gracion de fracciones parciales, que estudiaremos a continuacion.

Caso l. El denominador se descompone en factores lineales distintos

Ejemplo

Hallar: _[ 5)26 3 dx
x° =9

Solucion

El denominador x> —9 se puede descomponer en los factores /ineales dis-
tintos (x + 3)(x - 3). Por tanto, podemos escribir:

5x+3 A B
= +
xX=9 x+3 x-3

enseguida tratemos de determinar el valor de 4 y B. Esto es posible si mul-
tiplicamos la fraccion por x° —9, lo que tenemos es:

Sx+3=A(x-3)+ B(x+3)
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La expresion anterior tiene que ser una identidad; luego pensemos precisa-
mente en valores para x que nos permitan conocer los de 4 y B; por ejem-
plo,x=3yx=-3.

Si x = 3, tenemos que 5(3)+ 3= A(3— 3) + B(3+ 3), luego resolve-
mos y,

_18_
6

B 3

Si = -3, luego tenemos que 5(—3) +3= A(—3 - 3) + B(—3 + 3), entonces
resolvemos vy,

A=—"==
—6

2

Finalmente,

5x+3 ¢ 2 3
J 9:I(x+3)dx+Jx—3dx

2
x -

=2In(x+3)+3In(x-3)+C

Evidencias de aprendizaje

Resuelve correctamente las siguientes integrales.

Bloque 2

85

dx
Jx2—4

Resultado —In
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dx

Resultado

dx
3. _
J‘)62—3)6+2

Resultado
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x+3
4. —dx
‘[xz—3x+2

Resultado

5 J.de
) X +7x+6

Resultado 1ln(x—i—l)+iln(x-i-6)-i-C
5 5
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Caso Il. El denominador tiene un factor lineal repetido

Ejemplo
Determinar:
J- X 5 dx
(x-3)
La fraccion toma ahora la forma:

2

(x=3)

X A B
+

(x—3)2 x=3 (x—3)2

enseguida tratemos de determinar el valor de 4 y B. Es evidente que si

multiplicamos la fraccion por (x - 3)2 lo que tenemos es:
x=A(x-3)+B

La expresion anterior es una identidad; luego pensemos precisamente en
valores para x que nos permitan conocer los de 4 y B, por ejemplo, x =3
yx=0

Six =3, tenemos que 3= A(3 - 3) + B, luego resolvemos y, B = 3.
-3

Si x = 0, tenemos que 0= A(0—3)+ 3, luego resolvemos y, A=—=1.
Por lo tanto, -3

j al zdxzj(xis)dx—kj ~dx

3
(x-3) (x-3)

- ! dr+3[(x=3)" dx

-3

=ln(x—3)—%+€
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Resultado

J.xdx

(-2

Resultado

In(x—2)-

2+C
2
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8. j Xl dx

(e-1)

Resultado

Resultado

1n(x—l)

1
==—=%C
x—1
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Caso lll. Factores lineales distintos y otros repetidos

Ejemplo

3x* —21x+32
J—3 5 dx

X’ —8x" +16x
Descomponemos la fraccion del integrando de la siguiente manera:

3x?=21x+32  3x’—2Ix+32 3x’-21x+32 A4 B C

X —8x+16x  x(x’—8x+16) x(x—4)2 x )6—4-'_()6_4)2

Encontrar:

Por tanto,
3x° ~21x+32= A(x—4) + Br(x—4)+Cx

La sustitucion de x =0, x=4, y x=2 da como resultado 4=2, B=1y C=-1.
En consecuencia,

3x? —21x+32 2 1 -1
J.—x3—8x2+l6 =J.;dx+Jx_4dx+f(x_4)2 dx
=2Inx+In(x—4)+(x-4) +C
=In [x2 (x - 4)] + +C Utilizando las propiedades de los logaritmos.
X—
=1r1(x3—4x2)+x_4+C
10 J' 2x7 +3 dr
X (x—l)

Resultado
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2x*+3
11. al - dx
x(x = 1)
Resultado 41n(x—1)—21nx—(x_1)2 +C
2
12. o dx

J(x—l)z(x+1)

Resultado
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93

13. Jde

(x+1) (x 2)2

1 1 1
Resultado - —- +C
3\x+1 x-2

Caso IV. Aparecen factores cuadraticos distintos que no se pueden factorizar

Ejemplo

2 —_—
Encontrar: _[ ( Ox” —3x+1 dx

ax+1)(x*+1)
Descomponemos la fraccion del integrando de la siguiente manera,

6x> —3x+1 A Bx+C

(4x+1)(x2+1) (1) 41

Multiplicando la igualdad por (4x + 1)(x2 + 1)

6x> —3x+1= A(x2+1)+(Bx+C)(4x+1)

o 1 .
La sustitucion de x = e x=0yx=1dacomo resultado 4 =2, B=1y C=-1. En consecuencia,

6x" —3x+1 2 x—1
J(4x+1)(x2+1) ) =J4x+1dx+jx2+1dx

1 4dx 2xdx
:_J4x+l _'[x +1 jx +1

= %ln(4x+1)+%ln(x2 +1)—tan’1x+C
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2 —_—
4, [

X +4x

Resultado

X +5x+2

> I(x + 1)(x2 + 1)

dx

Resultado

2

x +1

In

X+

+3tan' x+C
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¥ =8x* -1

S s ey

dx

Resultado
X
17. jx3_ldx
1 1 1 2x+1
— —1)—=1In(x? 1)+ —tan' =——
Resultado 3ln(x ) 6n(x +x+ )+\/§tan \/g +
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Caso V. Aparecen factores cuadraticos repetidos

Ejemplo

Encontrar:

6x> —15x+22 »
(x+3)(x2 +2)2

Descompongamos la fraccion del integrando de la siguiente manera:

6x> —15x+22 _ A +Bx+C+ Dx+E
(x+3)(xz+2)2 X+3 X’ +2 (x2+2)2

Por tanto, multiplicando la igualdad por
(x + 3)(x2 + 2)2
6x° ~15x+22= A(x* +2) +(Br+C)(x+3)(x* +2)+(Dx+ E)(x +3)

Resolviendo la identidad, tenemos que
A=1,B=-1,C=3,D=-5yE=0

En consecuencia,

6x2—15x+22dx:J 1 dx+j d J-

(x+3)(x2+2)2 x+3 (x +2)

dx 1 ¢ 2xdx dx 5 2xdx
=_|. __j 2 +3_|. 2 __I 2 2
x+3 27 x*+2 xX+2 27 (x"+2)

X 5

+2(x +2)+C

=In (x+3) 11 (x +2)+ 3

tan”
NNE
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18.

X —x+4

'[(x = 1)(x2 + 1)2

Resultado

19.

2—x+5x7—x°

x(x2 + 1)2

dx

Resultado

x*+1

—tan”' x —

+C
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3 2
20 sz +7x"+9x+32

(1—x)(x2 +4)

dx

Resultado

a1, J~x3+x2+3x+1

(1—x)(x2 + 1)2 §

Resultado

%ln(x2 +1)—%ln(1—x)—

x+1
2(x2+1)




AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 2

Integral indefinida

Considera tu desempeflo como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

(Al finalizar el bloque adquiriste las habilidades metacognitivas que te permiten

* identificar la integral y la diferencial como procesos inversos?

e comprender el concepto de funcion primitiva o antiderivada?

¢ definir la integral indefinida?

* interpretar la constante de integracion en una integral indefinida?

* obtener la primitiva o antiderivada de una funcion?

* calcular el valor de la constante de integracion a partir de
condiciones iniciales?

¢ construir modelos matematicos de situaciones reales?

* aplicar el concepto de integral a partir de condiciones iniciales?

* resolver integrales inmediatas?

e comprender y utilizar las técnicas de integracion propuestas?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste. Tu calificacion va de

acuerdo con las siguientes categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89

90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien

Excelente

Bloque 2

929
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Areas naturales protegidas.

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque

e Calcula e interpreta areas bajo la curva mediante las sumas de Riemann en
la resolucion de problemas en un entorno tedrico.

*  Compara el método de las sumas de Riemann con las areas obtenidas me-
diante la integral definida, y determina las fortalezas y debilidades de am-
bos métodos.

*  Obtiene integrales definidas de funciones algebraicas y trascendentes en
un contexto tedrico, y las visualiza como herramientas en la resolucion de
problemas reales.

e Utiliza un sofiware para graficar funciones, algebraicas y trascendentes,
estimando el area bajo la curva en cierto intervalo para compararlo con el
resultado obtenido por integracion.

Objetos de aprendizaje

*  Sumas de Riemann.
* Integral definida.

Competencias a desarrollar

*  Resuelve problemas de areas mediante las sumas de Riemann en cualquier
contexto de estudio que tenga relacion con su entorno.




Valora el uso de las tecnologias de informatica y computacion (TIC), como
herramientas para el modelado y la simulacion de problemas de areas bajo
la curva en el contexto de la fisica, la geometria y la quimica.

Actividades de ensenanza

Proporcionar lecturas o videos en Internet, para adquirir conocimien-
tos previos sobre el célculo de areas bajo la curva. Consultar las ligas
proporcionadas.

Elaborar una presentacion multimedia en la que se analice un problema de
aplicacion de la integral definida relacionado con el entorno del alumno.
Organizar al grupo en triadas y plantear problemas que involucren el calcu-
lo de areas bajo la curva.

Proporcionar la lectura del documento hhtp://www.amolasmates.es/pdf/
Temas/2BachCT/Integral%definida.pdf para diferenciar entre areas de
regiones positivas y negativas de un sistema cartesiano bidimensional;
identificar las propiedades de la integral definida relacionadas y el area
delimitada por la interseccion de dos funciones.

Exponer sumas de Riemann y su relacion con la integral definida.
Promover el calculo de areas bajo la curva mediante sumas de Riemann,
proporcionando diversos casos resueltos como antecedente para resolver
una serie de ejercicios propuestos.

Explicar el uso de algun software para calcular areas bajo la curva.

Actividades de aprendizaje

Comentar sobre los aprendizajes logrados: organizados en binas, cinco
parejas seleccionadas al azar expondran al grupo sus conclusiones y el
resto del grupo las retroalimentara.

Resolver problemas que involucren areas bajo la curva de rectas de la
forma y = mx + b, calculadas desde la perspectiva geométrica y mediante
la integral definida para compararlas.

Realizar una presentacion de cuatro diapositivas en PowerPoint con las
propiedades de la integral definida, su aplicacion en el célculo de areas
bajo la curva y la delimitada por la interseccion de dos funciones.
Investigar sobre las sumas de Riemann para complementar el tema y en-
tregarlo en dos fichas de investigacion.
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*  Resolver los problemas proporcionados aplicando sumas de Riemann, es-
tableciendo su relacion con la integral definida y su posible aplicacion en
problemas reales de tu entorno.

*  Representar de manera grafica el area delimitada en un cierto intervalo
del dominio de una funciéon mediante algiin software; calcular ésta con el
mismo software y compararla con la obtenida mediante la aplicacion de
las sumas de Riemann. Reflexionar sobre las ventajas y limitaciones del
uso de la tecnologia y la importancia de contar con una base cognoscitiva
solida previa.

Area bajo una curva

Desarrolla tus competencias

Un helicdptero se eleva de tal manera que su velocidad v, en funcion del tiempo
t, se modela con la ecuacion v = 2¢ + 1.5 pies por segundo.

a) Completa la siguiente tabla de velocidad sustituyendo el valor del tiempo en la
ecuacion v = 2¢ + 1.5 cada medio segundo durante los primeros 4 segundos.

Tiempo (s) 0 0.5 1.0 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40

Velocidad (pies/s)

b) Ahora calcula el area gris bajo la grafica de v=2¢+ 1.5 y observa que corres-
ponde a la elevacion del helicoptero durante los primeros 4 segundos, puesto
que para obtener el drea mencionada se tiene que multiplicar velocidad por
tiempo (s = vt).

Velocidad - —
N

A
8
6
4

s(t) = vt

Y28 V70 e I S P e B

0 1 2 3 4

v
Tiempo

¢) Estima el area del inciso anterior sumando las areas de los rectangulos de
aproximacion mostrados en la siguiente grafica. Para tal fin calcula el valor
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de las alturas de los rectangulos sustituyendo en la ecuacion v = 27 + 1.5 el
valor de ¢ que corresponde al punto medio de la base de éstos. Por ejemplo, la

altura del primer rectangulo es 2(0.25) +1.5=2.

Velocidad
8
6
4
2
0 1 2 3 4

d) Comenta con tu maestro y tus compaiieros las conclusiones del experimento
anterior.

e) Investiga quién fue Friedrich Bernhard Riemann y escribe una breve resefia
de sus aportaciones a las matematicas.

f) (Qué son las sumas de Riemann?

Notacion sigma

Historicamente, uno de los problemas fundamentales del calculo ha sido la de-
terminacion del area de una region acotada en un plano. En esta seccion veremos
que una forma de tratar este problema tiene que ver con la suma de muchos
términos. Como preparacion para ello vamos a introducir una notacion muy til
y cotidiana en matematicas que se conoce como notacion sigma o sumatoria, y
que se escribe con la letra griega mayuscula 2

Definicion de la notacion sigma o sumatoria

La suma de » términos a,, a,, a,, ..., a, se denota por:
n

"
Na =a+a+a++a,
k=1

donde:

k se llama indice de la suma,

a, es el k-¢simo término,

y los limites inferior y superior de la suma son 1 y n, respectivamente; es

decir, el primero y tltimo término de la sumatoria.

Bloque 3
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Ejemplos

Observa las sumas en la parte izquierda de la tabla y analiza su representa-

cion simbolica con sumatoria en la parte de la derecha.

Suma

Notacion
sumatoria

1. 1+2+3+---4+10

2. PP+22+3% 4.+ 107

10
2k
k=1

3. %(12+a)+%(22+a)+%(32+a)+~--+%(nz+a)

i%(jz +a)

J=1

4. A +A4,+A,+---+4,

24,
k=1

5. f(xl)Ax+f(x2)Ax+f(x3)Ax+-~-+f(xn)Ax

37 (x)ax

Propiedades de las sumatorias

1. icak = ciak
k=1 k=1

2. D(a, th)=Y.a Y b
k=1 k=1 k=1

donde c¢ es una constante.

Autoevaluacion

1. Hallar la suma indicada.

Sumatoria

Resultado

b)

0)2543
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d) ;(m 1)(k-3)
o) i(k2+l)(k—1)

k=2

2. Usar la notacion sigma para indicar la suma dada en la siguiente tabla.

Sumatoria Resultado
a) 1+2+3+---+n
1 1 1
b) 1+—=+—=+-+—
) 2% 3 10?
a a a a

) —+ + +.+
1+1 1+2 1+3 1+10

d) Iim(4+A4,+A4,+---+A4)

o) f(x,)h+rf(x,)h+ f(x) b+ f(x,)h

El problema del area

Por lo general, estamos familiarizados con las formulas que nos proporcionan las
areas de figuras geométricas como triangulos, rectangulos y circunferencias. A
continuacion su representacion grafica.

A= bh A=1r?

Pero cuando el area es una region limitada en su
parte superior por la grafica de una funcion con-
tinua y positiva, en su parte inferior por el eje x,
a la izquierda por la recta x = a y a la derecha A
por la recta x = b, el problema es el siguiente:
(Cémo aproximar numéricamente el valor que
represente el area A?

YA y="f(x)

Bloque 3

105
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Experimento. Considera dada una de las figuras sugeridas enseguida e intenta
estimar el 4rea 4 debajo de la parabola y = x°, desde x = 0 hasta x = 1, sumando
las 4reas de los rectdngulos dibujados. Analiza el ejemplo de la primera figura.

IS Grafica
2
7 :l l :i Yy A
'4l4) o4 -
(1,1)
2
1({1 1
7 =s=| = = —
2412 16
1 3)2 9 |
}"3:— —_— g —
4\4) o4 . :
! 1 1 3 >
141:2(}’14-}”24-}’3):6—:0.21875 0 Z E Z 1 X
Regiones Grafica
rl: r2: Yy A
— 32
y=x (1,1)
7"3: r4:

Y

(1,1)

Y

N
1l
™
~
+
o
+
o
+
+
~
S—
1l
o
|-
ININ
oo|w
N|=
Blw
=
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y=x?
(1,1)
r4: }’5: =
1131 3 i’
A422(7"1+}’2+7’%+"'+7"8)= 0 8 4 8 2 4 1 2

Comenta con tus compaifieros, /qué nos ensefia el experimento anterior?
El célculo del experimento anterior debié haberte quedado de la siguiente

manera.
y A
—_ w2
Y (1,1)
r3
r. 4 r2
1 1 3 1 >
o7 2 12
A, =021875

y A
—_ 2
Y (1,1)
r4
"N
17 1 3 >
0 Z 2 1 1 x
A, =0.46875

Es evidente que el area debajo de la curva es mayor que 4, y menor que 4,, €s

decir,

0.21875 < A4 <0.46875

Cuando aumentamos el nimero de franjas obtenemos mejores estimaciones, tan-
to con los rectangulos por debajo de la curva como con los que se ubican por
encima de ella.
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y A y A
— 2 — 32
y=x (1,1) y=x (1,1)
1131 3 " 1131 3 >
Olgz82 2 1 ~x Olgz82 2 '~
A, = 0273475 A, =0.3984375

0.273475 < 4 < 0.3984375

La experiencia ha ensefiado que al usar 50 franjas el 4rea se encuentra entre 0.3234
y 0.3434. Con 1000 franjas se halla entre 0.3328335 y 0.3338335. Promediando
estos numeros se obtiene que 4 = 0.3333335.

Se puede demostrar que a medida que el nimero de franjas n crece indefini-

damente, las sumas inferiores y superiores tienden a 3 como limite; es decir:

lim 4 =1lim (r] +rz+r3+-~+rn)=

n—seo n—yoo

W | —

Sumas de Riemann

Si aplicamos la idea del experimento anterior de un modo muy general, conside-

rando n rectangulos de anchos iguales Ax y alturas [ (x), y tomadas éstas como

la ordenada correspondiente al valor de un punto de la curva, en donde x es la
abscisa del punto medio del subintervalo Ax, entonces, el area del rectangulo de

aproximacion en ese punto es f (x) Ax. Podemos intuir, por tanto, que el area 4

limitada en su parte superior por la grafica de una funcién continua y positiva, en
su parte inferior por el eje x, a la izquierda por la recta x = @ y a la derecha por
la recta x = b, se puede aproximar con la suma de las areas de esos rectangulos.
Podemos escribir entonces:

A=kif(xk)szf(xl)Ax+f(xz)Ax+-~-+f(xn)Ax
= ()4 )+ 1 (5,)]
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-a , .
y n es el nimero de franjas
n

Donde Ax lo podemos determinar con Ax =
que deseamos.

La expresion anterior se llama suma de Riemann en honor del matematico
aleman Bernhard Riemann (1826-1866), quien cre6 la definicion de integral que
utilizamos en la actualidad.

YA
y="flx)

_ Fiedrich Bernhard Riemann
(1826-1866). Destacado
matematico aleman, autor

de Geometria riemanniana,
Superficie de Riemann,
Integracion de Riemann, Funcion
zeta de Riemann, Variedad de

o . ...
r, 3| f(x,) Riemanny Tensor métrico.
r|? o f(x,) f(x,) : H
b Ox Ox Ox

rn rn f(X,,)

Es evidente que cuando el numero de rectangulos # tiende a infinito, el calculo
de A se aproxima con tal exactitud a su valor real que en la actualidad ello esta
fuera de toda discusion. Por tanto, definimos el drea 4 de la region mencionada
de la siguiente manera:

El 4rea A4 de una region que se encuentra debajo de la grafica de la funcion
continua f (x) es el limite de la suma de las areas de los rectangulos de

aproximacion f° (x) Ax.

A=Tim[ £(x)Ax+ £ (x,) Ax+ £ (x, ) Ax -+ f(x,) Ax ]

Ejemplos

1. La grafica muestra el movimiento de un automoévil desde  vim/s)
el reposo hasta alcanzar una velocidad de 36 metros por 49
segundo. Usala para estimar la distancia que recorre duran-

te los 6 primeros segundos. 30

., 20
Solucion
Como puede verse en la grafica, la distancia es el valor del 10
area por debajo de la curva y es aproximada a la suma de

»
'

las franjas de aproximacion (s = vt). El tamafio de Ax lo  © T 2 3 4 5 6

. .o t(s)
decidimos nosotros de la siguiente manera.
(Continua)
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(Continuacion)
Con a =0y b =06, vamos a considerar n = 6 rectingulos; entonces,
b—a 6-0
n 6

Ax= =1

Con n = 6, los subintervalos de ancho Ax =1 son [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5] y [5, 6].
Los puntos medios de esos subintervalos son x = 0.5, 1.5, 2.5, 3.5, 4.5, y 5.5, y la suma del
area de los 6 rectangulos de aproximacion es:

if( ) Ax = £(0.5) A+ £(1.5) A+ £(2.5)Ax + £(3.5) Ax+ £ (4.5) Ax+ £(5.5) Ax

980 S0 B30 (8 A 53)0)
=(1)(2+6+11+15+20+26) = 80 metros

Observa que los valores de f (xk) son valores aproximados y tomados de la grafica.

2. Considera el area de la region que esta debajo de la grafica de f (x) =e ", entrex=0yx=2.

Estima el area al tomar como puntos muestra los puntos medios de las bases de los rectangulos
de aproximacion, considerando 10 subintervalos.

YA

y=e>

xy

Solucion

2— .
Conn=10; Ax= Tf) =0.2 y los subintervalos son [0, 0.2], [0.2, 0.4],[0.4, 0.6], ..., [1.8, 2],

por tanto los puntos medios serian:
x=0.1,0.3,0.5,0.7,09,1.1,1.3,1.5,1.7, 1.9

Entonces el area es:

10

=Y f(x,)Ax=7(0.1)Ax+ £(0.3)Ax+ £(0.5) Ax+--+ £(1.9) Ax

k=1

=02(e ™" +e”+e ™+ +e"7)=0.8632
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3. Ciertos comestibles se introducen en un congelador. Después de un tiempo ¢ medido en horas, la

. 2
temperatura de éstos baja a razon de r(t) =2+ 3 grados centigrados.
a) Estima el 4rea bajo la gréafica de r(t) en el intervalo 0 < ¢ <2 considerando 4 rectangulos.
b) (Qué significa el area de la parte a)?

r(t) A

~y

Solucion -0

Conn=4; At= e =0.5 y los subintervalos son [0, 0.5].[0.5, 1.0], [1.0, 1.5], [1.5, 2], en los

puntos medios:

t=0.25,0.75,1.25,1.75

a) A=Y r(t,)Ar=r(0.25)(0.5)+7(0.75)(0.5)+r(1.25)(0.5)+r(1.75)(0.5)

0'2§+3](0.5)+(z+ 0.7§+3)(o.5)+(2+ 1.2§+3J(0'5)+[2+ 1.7;3)(0.5)

=0.5(2.61534+2.53334+2.4705+2.4210) =5

b) Significa que la temperatura baja durante las dos primeras horas.

Evidencias de aprendizaje

1. Utiliza los valores de la grafica de y= f (x) mostrada abajo y usando 10

rectangulos encuentra una estimacion del area debajo de la curva dada, desde
x =0 hasta x = 10.

A [ R. Aprox. 47 ]

y=f(x)

xY
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2. Estima el 4rea debajo de la grifica de y = 1 + x°, desde x = —1 hasta x = 1,
dibujando 4 rectangulos.

Xy

]A01

3. La grafica muestra la velocidad en metros por segundo de un automovil al
frenar. Usala con los rectdngulos sugeridos para estimar la distancia que re-
corre mientras se aplican los frenos.

v}m/s)
A
4 [R. Aprox. 81 ]

30
20
10

of 17 2 3 4 5 6
t(s)

4. La velocidad de un corredor aument6 de manera paulatina durante los tres
primeros segundos de una carrera. En la tabla se da su velocidad (m/s) a inter-
valos de medio segundo. Encuentre la estimacion de la distancia que recorrio
en esos tres segundos. Elige 6 rectangulos de aproximacion.

VA
20
15
10

5

~Y

0 1 2 3

~
o
o
(3]
-
=
o1
N
N
(3]
w
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5. Bosqueja la grafica de la funcion y = e” y estima el area debajo de ella desde
x = 0 hasta x = 2 utilizando 8 subintervalos.

YA [R. Aprox. 6.4 ]

6. La velocidad v(#) de un cohete después de ¢ segundos del despegue es
p

1 . . .
v(t) = Etz + 2t metros por segundo. Determina la distancia que recorre el

cohete a los 2 segundos de haber despegado y represéntala en la grafica como
un area. Realiza la aproximacion con 4 rectangulos.

v(t) A

> EE
t

7. Sil (x) es el ingreso producido por la venta de x unidades de cierto producto,

ysi I’ (x) es la funcion de ingreso marginal, desde el punto de vista econd-
mico, /,como se interpreta el area sombreada de la figura?

I'(x) A

Xy
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Gottfried Wilhelm Von Leibniz
(1646-1716).

Calculo integral

8. Si la funcion de ganancia marginal de un ne- Ganancia marginal
gocio es 1 +2x — 0.3x” a un nivel de produc- YA
cion x, encuentra la ganancia extra por pasar
a vender de 1 a 4 unidades. Utiliza por lo me-
nos 6 rectangulos de aproximacion.

L

¥

La integral definida

Para iniciar este tema, cabe destacar que Gottfried Whilhelm Von Leibniz, filo-
sofo y matematico aleman, es considerado el padre del calculo moderno. Leibniz

introdujo el simbolo '[ , llamado signo integral. Es una S alargada y se eligio

b
debido a que una integral es un limite de sumas. En la expresion j f (x)dx,

f (x) se llama integrando, y a y b se conocen como limites inferior y superior,
respectivamente. El simbolo dx es s6lo un operador del integrando. El procedi-
miento para calcular una integral se llama integracion.

Cuando estudiamos la suma de Riemann en la seccidon anterior vimos que
cuando intentamos calcular un area o la distancia recorrida por un objeto resulta
un limite de la forma:

n

lim ' f () Ax = tim[ £ (x) A+ £ (x,) Ax+ £ () Ax -+ (x, ) Ax |

k=1
Este tipo de limite se presenta en una amplia variedad de situaciones, incluso

cuando f (x) no es positiva; también sirve para hallar longitudes de curvas,

volumenes de so6lidos, el trabajo, el ingreso total de una compaiiia y otras canti-
dades. En el célculo tiene un nombre y una notacion especial.

Integral definida

Si f (x) es una funcioén continua definida para un intervalo a <x < b, y

o . . . b—a .
dividimos a éste en n subintervalos de igual ancho Ax = , elegimos

X, X,, X, ..., X COMO puntos muestra para calcular f(xl), f(x2 ), ey

f (x3),..., f (xn) respectivamente. Entonces, la integral definida de f (x),
desde a hasta b, es:

n—eo
=

j:f(x)dxz limz':,f(xk)Ax




Integral definida Bloque3 115

YA Y A
y = f(x) y=f(x)

. n J'b
lim k§1f(xk)AX= Lfx)dx

x VY
xY

ol a Xk b

Suma de Riemann Area = I:f(x)dx

Evaluacion de las integrales definidas

Calcular las integrales definidas a partir de la definicién como un limite de sumas
de Riemann resulta un procedimiento largo y dificil. Sir Isaac Newton descubrio
un método mucho mas sencillo para evaluar las integrales y unos cuantos afios
después, Leibniz realizé el mismo hallazgo. Este descubrimiento es parte del
Teorema Fundamental del Calculo.

Cabe destacar la importancia de la obra de Isaac Newton, astronomo inglés,
para el calculo. Nacio el 25 de diciembre de 1642, en Woolsthorpe, Lincolnshire,
Inglaterra. Hizo su carrera académica en el Colegio de la Trinidad, de Cambridge
y publico su obra Principia Mathematica a instancias del astronomo Halley; se
trata del tratado cientifico mas grande jamas escrito. Expuso su version del cal-
culo y lo usé para investigar la mecénica, la dinamica de fluidos y el movi-
miento ondulatorio, asi como para explicar el movimiento de los planetas y los
cometas.

Teorema Fundamental del Calculo

Supongamos que [ (x) es continua en el intervalo [a, b] y que F (x) +C

es la antiderivada de f (x)dx, es decir, el area 4 bajo la curva:
A=jf(x)dx=F(x)+C

Si recurrimos a las condiciones iniciales, el area 4 debajo de la curva es
cero cuando x = a; por lo tanto,

Isaac Newton (1642-1727).

y=f(x)

A=F(b) - F(a)

y
0=F(a)+C dedonde C=-F(a)
Entonces 4= If(x)dx = F(x) - F(a); luego, cuando x = b recorremos
toda el 4rea, y ésta es:
0

A=F(b)-F(a)
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Con lo cual queda definida la integral 4= J f (x)dx =F (x)+ C. Este analisis

nos conduce al siguiente teorema que, por cierto, es una forma del Teorema fun-
damental del calculo.

Teorema de evaluacion

Sif (x) es continua sobre el intervalo [a, b], entonces,
[ r(x)ax=F(b)-F(a)

donde F(x) es cualquier integral de f(x); es decir F’(x) = f(x)

Propiedades de la integral definida

L [ cdx=c(b-a) donde ¢ es una constante arbitraria.
2 [ L) so)]ae=[]r(x)axe [ a(x)as

3. [Tef(x)ax=c[ f(x)ax donde ¢ es una constante arbitraria.
4 [r(x)av+ [ (x)de= [ f(x)ax

La definicion de integral definida y sus propiedades las usaremos de manera
implicita en las actividades de trabajo que realizaremos enseguida.

Ejemplos

1. Expresa:

n—o0

limAzn;(xk - ex") Ax

como una integral definida en el intervalo [0, 3].

Solucion
Si recurrimos a la definicion de integral definida en funcion de la suma
de Riemann, observamos que:

f(xk ) =x —e"

También es claro que a =0y b = 3. Por lo tanto, la expresion queda de
la siguiente manera:

limi(xk —ex") Ax = J.;(x—ex)dx
k=1

n—yo0 27
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2. Evalta laintegral j 13(x + 1) dx interpretando el resultado como el area
debajo de la funcion, el intervalo dado y el eje de las x.

YA y=xt1

<y

Solucion
Integrando la expresion tenemos que:

I (ro)ie=Sa] =[S e3)-(So1)s

1

Para interpretarla como un area, fijate en la grafica y cuenta el nimero

de cuadros.
3. Evaluta:
2
j x*dx
0
A
1
AN
0 1 2 X
Solucion
Integrando:

2
1 1 1 8
J-Oz xzdx = §X3:|0 = —(2)3 ——(0)3 = E = 27

significa que el area bajo y = x” en el intervalo [0, 2] es aproximada-
mente 2.7 unidades cuadradas.
(Continua)
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(Continuacion) y“
4. Evalua e interpreta graficamente la integral:
3 (1 A
J‘ —x> =3x |dx (2.4,0) ’
0 2 \ _
., 0 3 x
Solucion A x

Integrando:

= 1.34_5.32 - 1.04_302
8 2 8 2

827 h40--3375
g 2

Atencion. En realidad este resultado no se puede interpretar como una
sola 4rea, sino que, como la funcioén toma valores positivos y negati-
vos, entonces representa la diferencia de areas 4, — 4, =-3.375.

Si consideramos que en la region de A, la funcion es negativa,
podriamos obtener el valor absoluto de la integral

24( 1 3
4 =- J. . Ex‘ —3x |[dx y entonces sumarla con

31 .
4, = JZ 4(2 x - 3x] dx, ya que es positiva, para obtener el area total

de las dos regiones.

Winplot

El software Winplot es un programa de distribucion gratuita creado por el pro-
fesor Richard Parris, de la Philips Exeter Academy, en New Hampshire. Es una
excelente herramienta tecnologica que sirve para graficar y analizar funciones
matematicas en un ambiente de Windows. Se puede descargar en la direccion:

http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

Para acceder a este programa se te sugiere un acceso directo en la pantalla de
inicio. El icono de Winplot es el siguiente:

A\
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Secuencia didactica. Los pasos que debes seguir para graficar y obtener el area
bajo la curva de una funcién son los siguientes.
Por ejemplo, para obtener el valor de la integral:

J.z x’dx

0

Ventana|-»| 2dim [ Ecuacion|»| Explicita| | y=x*2 |9 Una

3| lim.inf. ]3| lim. sup.|5»| definida

ﬁﬂwﬂ
el ELC R

Bporia From Ver Rire (5 Mo dyssia Ul

1Este &5 un bosgqueio de la pantalla final!

Evidencias de aprendizaje

1. Completa las celdas de la tabla siguiente expresando el limite como una inte-
gral definida dado el intervalo, o bien, escribe la integral dada como un limite
de sumas. Finalmente, evaliia cada expresion. Observa la primera fila.

119

Sumatoria de Riemann Integral definida Resultado

n—eo

n 3 2 3 3
a) limY x*Ax, [0, 5] szzdﬁx_} 5.0 %
k=1 0
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b) h'mi(Zxk ~1)Ax, [0,2]

n—oo

c) lichosxkAx, [0, 7]
k=1

n—co

d) J fxzdx

2. Dada la grafica de f (x), evalla e interpreta cada integral sombreando el
area respectiva.

yA yA
y=f(x) ) y=f(x)
N\ N\
ofl \&_4 6 'x 0] \2_4 6 ’x
j:f(x)dx '[z_f(x)dx

3. Evalta e interpreta cada integral sombreando el area respectiva.

Integral definida y grafica Resultado
6

L[ (20-1)ar=

oA 4
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-1
2. "‘73(—2x—3)dx= A
\ |
0 1 2 5
3.0 [ (3 —dx+2)dx !
: 0 y A
1
0 1 2 5
2 A
4. JO(4x—e )dx A
/)
ol/ 1 2\ x
fud 0
5. J.Oz(cosﬁ—sene)dx A
1 / R
0 3 X
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4. Evaluta el area sombreada en la grafica mostrada.

Integral definida y grafica Resultado
1 YA
-3
3
2 yA Aprox. 2.7
2
4 'x
3. YA (Sugerencia: resuelve la integral
2
\2 x=2y-y? .[0 (Zy—yz)dy.)
1 x

Aplicaciones de la integral definida

Hasta aqui hemos visto que la evaluacion de la integral definida de una funcion

f (x), que es continua en el intervalo [a, b], viene dada por:

[ 77 (x)dx=F(5)-F(a)

Donde F ’(x) =f (x), de modo que podemos volver a escribir la integral defi-

nida de la forma:

J F ()= (b) - F (a)

Sabemos que F ’(x) significa una razon de cambio de y con respecto a x y que

F (b) -F (a) es lo que cambia la funcion f (x), cuando x se incrementa de «

hasta b. De manera que podemos volver a plantear la definicion de integral defi-

nida de la siguiente manera.
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Teorema del cambio total

La integral de una razon de cambio es el cambio total:

J F ()= (5)-F(a)

Ejemplos

1. Tasa de crecimiento. Si h’(t) representa el crecimiento de un arbol en centimetros por afio,

4.

(qué significa la expresion jls n (t) dt?

Solucion
Representa el crecimiento del arbol desde el afio 1 hasta el afio 5.

Costos. Si C'(x) es el costo marginal para producir x unidades de un articulo, ;qué significa
C(x,)-C(x)=] " C'(x)ax?

Solucion
Es el incremento del costo cuando la produccion cambia desde x, unidades hasta x, unidades.

Cambio de temperatura. Cierta clase de comestibles se introducen dentro de un congelador.

. . . 2

Después de un tiempo ¢ medido en horas la temperatura de éstos baja a razon de r (t) =2+ T3
+

grados centigrados. Estima el area bajo la grafica de r(t) en el intervalo 0 <7< 2.

Solucion
Si recuerdas, este ejemplo se resolvio en el tema de la suma
de Riemann con rectangulos de aproximacion. Veamos
que es mucho mas sencillo resolverlo utilizando la integral
definida.

A:J'Oz(erH23)dz:|:2t+21n(t+3)]z 5 ] >

=[2(2)+2In(2+3)]-[2(0)+21n(0+3)]

=722-22=5.02

rit) A
\

~Y

Desplazamiento y distancia recorrida por un mévil. Una particula se mueve a lo largo de una
linea recta de modo que su velocidad en el instante z es v = ¢* — £ — 2 metros por segundo.

a) Encuentra el desplazamiento de la particula en el periodo [1, 3].
(Continua)
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(Continuacion)

b) Halla la distancia recorrida durante ese periodo.
VA
A
AT
A2
Solucion
a) El desplazamiento s es:
3
s(3)-s(1)=] (7 -1-2)ar
3
£or
=| ———-2t| =— metros,
3 2 1
lo que significa que la posicion de la particula esta a 3 de metro a la derecha.
b) En este caso vamos a calcular las dreas 4, y 4, por separado, para €so es necesario conocer

las raices de la funcion, es decir, donde la funcién v = ¢* — ¢ — 2 se cruza con el eje x y asi
delimitar cada region del area.
. 2 r
Si resolvemos ¢~ — t — 2 = 0 con la formula general, tenemos que:

~(-1)£y(-1) - 4(1)(-2) 143 {tz 2

2(1) 2 |r=-1

=

De donde 7, = 2 y ¢, = —1; entonces el valor de interés para nuestro ejercicio es
t, =2 porque es el limite que divide las areas. Por tanto,

2
1 1 7
4, :-J'lz(tz —t—2)dt=—|:3t3—2t2—2t:|1 =%

Observa que se antepone un signo negativo a la integral porque la funcién es negativa en el
intervalo [1, 2], y asi nos resulta el valor numérico del area. Ahora calculamos 4 :

A= _[;(tz —t—6t)dt=%

La distancia total recorrida de la particula es una suerte de vaivenes y corresponde a la suma

11 7
de A1+A2=€+g=3 metros.
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Evidencias de aprendizaje

1.

N (t) es la razon del crecimiento de un niflo en centimetros por aflo, ;,qué

representa j 48 n (t) dt?

Si la funcion de ingreso marginal es R’ (x), donde x es el nimero de unidades

. ) 500
vendidas, ;/qué representa jloo R (x) dx?

Una poblacion de animales se inicia con 10 de éstos, y se incrementa a razon

15
de n’ (t) ejemplares por semana. ;Qué representa 10+ jo n (t) dt?

La velocidad v(t) de un cohete después de ¢ segundos del despegue es

1 . . .
v(t) = Etz +2¢ metros por segundo. Determina la distancia que recorre el

cohete a los 2 segundos de haber despegado y represéntala en la grafica como
un area.

vit) A

0 1 2 - S

La funcion de velocidad de una particula que se mueve a lo largo de una linea
recta es v(t) = —2¢-3. Encuentra el desplazamiento y la distancia total

recorrida en el intervalo [1, 4].

v A

R s=-3
4=
- 3
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6. La densidad lineal de una varilla es m’ (x) =2+ \/; , medida en kilogramos

por metro; si la longitud de ésta es 3 metros y x es la distancia desde uno de
los extremos de la varilla, encuentra su masa total.

yA

/

xVY

7. Una poblacion de animales crece a razon de 100 + 25¢ al afo. (En cuanto
aumenta la poblacion de animales entre el cuarto y el décimo afio?

[R. Aprox. 1650 ]

8. El costo marginal para fabricar x yardas de cierta tela es C’ (x) =3-0.01lx+
0.000006x* dolares por yarda. Encuentra el incremento del costo, si el nivel
de produccion se eleva de 2 000 yardas a 4 000 yardas.

9. Sila funcion de ganancia marginal de un negocio es 1 +2x — 0.3x” a un nivel
de produccién x, encuentra la ganancia extra por aumentar ventas de 1 a 4
unidades.

Ganancia marginal
[R Aprox. 11.7 ]

o
N
w
D
o
.
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Trabajo mecanico

Cuando movemos un objeto a lo largo del eje x y lo hacemos con una fuerza va-
riable f (xk ), definimos el trabajo realizado al mover el objeto desde a hasta
b considerando intervalos de distancia Ax como:

W=1imif(xk)Ax=J.:f(x)dx

n—oo

Ejemplos

1. Cuando una particula se desplaza una distancia de x pies desde el origen, una fuerza f' (x) =x"+2x

medida en libras actia sobre ella. ;Cuanto trabajo se realiza cuando se mueve en el intervalo [1, 3]?

Solucion

[ 1 3 X
El trabajo realizado aproximadamente es del6.67 Ib-pies.

2. Serequiere una fuerza de 40 Newton para sostener un resorte estirado desde su longitud natural
de 10 cm hasta una longitud de 15 cm. ;Cudanto trabajo se realiza para estirarlo desde 15 cm
hasta 18 cm?

Solucion

De acuerdo con la ley de Hooke, para estirar un resorte se necesita una fuerza de f (x) = kx.

Cuando se estira de 10 hasta 15 cm, la cantidad estirada es 0.05 m. Esto significa que f (0.05) =40
Newton. Por tanto,

0.05k = 40, de donde k = % =800, luego /(x)=800x yel

trabajo realizado para llevar el resorte de 15 cm hasta 18 cm es:

Antes de estirar |

W= j:llisooxdx =[4005*]""

0.15

- 400[(0.18)2 ~(0.15) ] =3.96 joules

Después de estirar
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Evidencias de aprendizaje

1.

Una particula se mueve a lo largo del eje x por la accion de una fuerza que
mide f (x) =5x" +1 libras en un punto a x pies del origen. Encuentra el tra-
bajo realizado al moverla desde el origen hasta una distancia de 10 pies.

fx) =5x2+ 1 [R. Aprox. 1676.7 1b-pies ]
—

Un resorte tiene una longitud natural de 20 cm. Si se requiere una fuerza de
25 Newton para mantenerlo estirado hasta una longitud de 30 cm, ¢cuanto
trabajo se necesita para estirarlo desde 20 cm hasta 25 cm?

Ley de Hooke
Alargamiento

A

»

Limite de elasticidad —2* Fuerz'a

Se usa un cable que pesa 2 libras por cada pie que mide para elevar 800 li-
bras de carbon hacia arriba del tiro de una mina de 500 pies de profundidad.
Encuentra el trabajo realizado. (Considera que el peso del cable esta concen-
trado en su centro de gravedad y sélo recorre la mitad de la distancia).

1 [R. 6500001b- pies ]

500 pies

I1000 libras

800 libras
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Area entre dos graficas

Hasta ahora hemos visto que el area 4 de la region limitada por la gréafica conti-
ntade f (x); el eje x y las rectas x = a y x = b se pueden obtener por medio de

la integral J.;f(x)dx.

y y=f(x)

b
A=Da f(x)dx

Ahora calcularemos el area limitada por la interseccion de dos graficas cuyas
funciones son continuas.

Consideremos la figura de abajo en donde las areas de las dos primeras gra-
ficas se combinan para obtener el area deseada entre dos funciones continuas que
se intersecan.

YA y = f(x) YA YA

y=g(x) @

®
o
x

Alzjabf(x)dx A2=J.:g(x)dx Al—AzzjabI:f(x)—g(x)]dx

Como puede verse, es obvio que el drea 4 =4, — A, entre las graficas, algebrai-
camente puede obtenerse a partir de la expresion:

1= L1 Jas

Ejemplos

1. Hallar el area de la region limitada por f(x) =x+2y g(x) =x’.

(Continua)
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(Continuacion)

Solucion
El primer paso serd hallar los puntos de interseccion de las yA
curvas para conocer los limites de los rectdngulos de apro-
ximacion (véase figura).

Si resolvemos las ecuaciones por igualacion tenemos:

x+2=x" obien x’-x-2=0 %/’/’ﬁ_yz
Y4

(x+1)(x—2)=0 factorizando iz |

x=-ly x,=2y resolviendo.
Por tanto, las graficas se cortan en (—1,1) y (2,4).

El area de la region buscada es la integral J-_zl [f (x) - g(x)] dx, es decir:

-1

j2(x+2—x2)dx=[%x2+2x—%x3:|21

=l2_2+2(2)_2_3]_ ﬂ+2(1)—@ —2_4s

2 3 2 2

Hallar el area de la region representada en la siguiente figura.

Solucion

57,

Area = J"/
4

4 [sen xX— cosx]dx = [— COs X —sen x];A 22
4

Recuerda que 77= 180° en el sistema sexagesimal. Si usas 3.1415. .. cambia tu calculadora a la

modalidad de radianes.
Segun se representa en la figura, hallar el area de la region comprendida entre las curvas:

3

1
=2x =—x
y y y 5
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Solucion
Para obtener los puntos de interseccion se igualan las ecuaciones,
1
2x=—x"
dx=x’ multiplicando por 2
X —4x=0 trasponiendo términos
x(x2 - 4) =0 factorizando y
x =0, x,=-2, x,=2 resolviendo la ecuacion.

Si integramos considerando los limites desde x = —2 hasta x = 2, el area por simetria se anularia,
de manera que tenemos que integrar en dos partes y luego sumar para obtener el resultado en
términos de area:

Area = j”z(%f —2x)dx+j02(2x—%x3de
=|:%4—x2]: +|:x2 —%T =[0-(-2)]+[2-0]=4

0

Observa como se acomodan las funciones en la integral al momento de hacer la resta para obte-
ner el area positiva.

3
Calcular: J:l(x2 - Zx)dx e interpretar el significado en términos de areas. Ademas, hallar el
valor del area limitada por la curva, el eje x y los limites de la integral.

Solucion

RS I CaE

igni 4 YA
significaque 4 + 4, — 4, = 3
Ahora bien, el area A=|A1|+|A2|+|A3| viene dada por: 13)
A=jj(xz—2x)dx+Joz(zx_xz)dx+J23(x2_2x)dx
0 ) " :
=|:lx3_x2:| +[X2—lx3:| +[lx3—x2:| Ay
3 i 3 3 , - A3
4,44,
3 33
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Evidencias de aprendizaje

1. Halla el drea comprendida entre la graficade y =2 +x°, el eje x y el YA
intervalo [0, 1].
(1,3)
O
9
Respuesta —
4
2. Encuentra el area comprendida entre la grafica de y = 3x” + x, el eje YA
xy el intervalo [0, 1].
0 1 Xa
Respuesta

3. Calcula el area comprendida entre la graficade y=cosx,elejexy |y
T /‘:

el intervalo |:%,377T:| Sombrea en la grafica el area obtenida.

Respuesta 2

4. Halla el area comprendida entre la graficade y=x>—2, el ejex y el v A
intervalo [-2, 2].

~
~

Respuesta
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5. Calcula y sombrea la region limitada por las curvas y =5 —x’y
y=3-x

y=3 —x y A

N

/ \ ;
y=5 —x2
Respuesta 4.5
. A
6. Halla el area comprendida entre las graficas de y = \/; y Y
y =x". Bosqueja las funciones.
x
Respuesta
7. Halla el area comprendida entre las graficas de y = x* y la recta y A
y = 3. Bosqueja las funciones.
x
6.9282

Respuesta
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Winplot

Secuencia didactica. Los pasos que debes seguir para graficar, obtener los pun-
tos de interseccion y el area entre dos funciones son:
Por ejemplo, para hallar el area de la region entre las funciones y = sen x y

. T 5
y =cos x en el intervalo {Z,ZW]

Primera funcion

Ventana |—| 2dim |[—{ Ecuacién |—| Explicita | y=sen (x)|>{ lim.inf. =0 |» lim. sup. =2pi [—>{ Ok

Segunda funcion

Ecuacion |[— Explicita [—{ y=cos (x) |>| lim. inf.=0 |[» lim. sup.=2pi |—> Ok

Interseccion y area

Dos [—{ Interseccion |—{ Siguiente |[—> Integrar | = lim. inf.=0.7854 |—{ lim. sup.=3.92699 |— Definida

Winplod - a1 <l
Yontana [0
Apuce Coss Wer Ding Una Bos Apecs Mis e I T =
P Fo]
B — P
- TR
L L B

[

i) S -

A i

= 4
= —

ol s | e | e | | i

;I SHE 08 U huu,'||_||,'_iu de la p.lul._all._i limal!



AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 3

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

@ 0 Nunca

@ 5 Algunas veces

Integral definida

@ 10 Siempre

(Al finalizar el bloque adquiriste las habilidades metacognitivas que te permiten

investigar los antecedentes de la integral definida?

relacionar el area bajo una curva con la integral definida?

comprender la importancia de las sumas de Riemann como un
limite?

resolver problemas de areas mediante las sumas de Riemann?

comprender la importancia que tienen las sumas de Riemann en la
definicion de integral definida?

evaluar integrales definidas?

construir modelos matematicos de situaciones reales con la
integral definida?

evaluar integrales definidas con el software sugerido?

calcular el drea entre dos curvas?

aplicar la integral definida en situaciones de la vida cotidiana?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste. Tu calificacién va de
acuerdo con las siguientes categorias:

Menos de 59

60 a 69

70 a79

80 a 89

90 a 100

Deficiente

Regular

Bien

Muy bien

Excelente

Bloque 3
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Areas y volimenes

Al girar las superficies de la parte
superior de la figura sobre un eje

< o .. . . i ~|. vertical se generan los volimenes
| ! w sélidos de revolucion de la parte

- inferior.

Desempeiios del estudiante al concluir el bloque

*  Aplica el concepto de sélido de revolucion en el disefio de envases, deposi-
tos y contenedores en general, y de formas homogéneas y heterogéneas.

* Aplica las integrales definidas en la solucion de problemas de leyes de
Newton (centro de masa o gravedad) y crecimientos exponenciales, re-
solviéndolos de manera autébnoma con la utilizacion de los procesos
aprendidos.

Objetos de aprendizaje

e Calculo de areas y volumenes de sélidos de revolucion.
*  Aplicaciones de la ley de Newton y crecimientos exponenciales.
e Oferta y demanda en Economia, Administracion y Finanzas.

Competencias a desarrollar

e Identifica casos factibles de aplicacion de la integral definida en el ambito
de las ciencias exactas, naturales y sociales.

* Aplica la integral definida para resolver problemas en el campo de las
matematicas, las ciencias naturales y las economico-administrativas.

e Valora el uso de las TIC como herramientas para el modelado y la si-
mulacion de problemas de aplicacion de integrales definidas en cualquier
contexto de la disciplina.



Actividades de ensenanza

Promover el calculo de volumenes y superficies de solidos de revolucion
mediante la aplicacion de la integral definida, apoyandose en el material
de la pagina: http://temasmatematicos.uniandes.edu.co/Casquetes_cilindi-
ricos/Pags/Texto.htm#Animaci

Consultar las siguientes lecturas: http://www.imposible.cl/crisol12/wp-
content/uploads/2010/11/SOLIDOS DEREVOLUCIONI.pdf y http://
www.amolasmates.es/pdf/Temas/2BachCT/Integral%20definida.pdf
Promover el calculo de valores de variables cinematicas y/o dinamicas
(centro de masa, trabajo realizado por una fuerza, movimiento de particu-
las) mediante la aplicacion de la integral definida, apoyar en el material
de una pagina electronica de su eleccion y en libros relacionados con el
tema.

Promover el calculo de procesos econdmicos/administrativos/financieros
mediante la aplicacion de la integral definida, apoyar en el material de la
pagina electronica de su eleccion y en libros relacionados con el tema.
Presentar en multimedia los campos de aplicacion del calculo integral
para motivar a los alumnos en la resolucién de problemas. Proponer un
bloque miscelaneo de problemas reales multidisciplinarios, aplicables en
su entorno; al mismo tiempo, solicitar un proyecto donde se promueva la
investigacion de campo y se evidencie el dominio de los conocimientos,
habilidades y actitudes considerados en el curso, y su movilizaciéon en
forma pertinente y en el momento oportuno.

Orientar la busqueda de informacion en Internet para abordar la solucion
de problemas reales en su entorno, factibles de modelarse mediante inte-
grales definidas.

Actividades de aprendizaje

Investigar en Internet y en fuentes bibliograficas tradicionales, para com-
plementar la informacién referente a los volimenes y superficies de soli-
dos de revolucion y su calculo mediante integrales definidas. Elaborar un
resumen de la informacion obtenida, anexando las conclusiones y desta-
cando su aplicacion e importancia en situaciones reales del entorno.

Investigar en Internet y en fuentes bibliograficas tradicionales, para com-
plementar la informacion referente a los temas de cinematica y dindmica
elegidos (centro de masa, trabajo realizado por una fuerza, movimiento de
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particulas), y su calculo mediante integrales definidas. Elaborar un resu-
men de la informacion obtenida, anexando tus conclusiones y destacando
su aplicacion e importancia en situaciones reales de tu entorno.

e Investigar en Internet y en fuentes bibliograficas tradicionales, para com-
plementar la informacion referente a los temas econémicos/administra-
tivos/financieros y su calculo mediante integrales definidas. Elaborar un
resumen de la informacion obtenida, anexando sus conclusiones y desta-
cando su aplicacion e importancia en situaciones reales de tu entorno.

*  Resolver en equipos el bloque miscelaneo de problemas reales multidis-
ciplinarios. Elegir uno de acuerdo con el criterio del estudiante, y apoyan-
dose en éste formular un proyecto de aplicacion en su entorno inmedia-
to. Este proyecto consistird en una presentacion multimedia que describa
cada una de sus fases, documentandolas y registrando sus evidencias en
una bitacora.

*  Valorar el uso de las TIC como herramientas para la solucion de problemas
reales del entorno, factibles de modelarse mediante integrales definidas.

Volumen de un sdlido

Desarrolla tus competencias
Si analizas las fases de la siguiente figura, es facil darse cuenta que cuando se
gira la region que estd debajo de larecta y = %x, alrededor del eje x, se obtiene

un so6lido de revolucion que conocemos como cono.
La idea es que utilices la definicion de integral definida para demostrar que
el volumen de un cono de radio r y altura / es:

V= l77';”2h
3

r

y A (h',r)/y:—x dV=my? dx
h

y 4 /

>

Ji
xY
x

dx
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Secuencia didactica

* Imagina que divides en un gran numero de rebanadas o discos el solido que
resulta al girar la region debajo de la recta en el intervalo [0, A].

* El volumen de los discos de radio variable y es dV:A(x)dx:wyzdx.
(Observa que y = %x ).

* Por definicién, el volumen del cono es la suma total de los volumenes de los
discos, es decir:

2
limZﬂ'yzAx = '[Ohﬂ' yidx = Wfoh(%x) dx
k=1

n—eo

* Resuelve esta Gltima expresion.

Calculo de volumenes

Método de los discos

Cuando giramos la region de area que esta debajo de una funcion alrededor del
eje x, o algin otro eje determinado, lo que estamos obteniendo es un sélido de
revolucion. El volumen de este solido también se obtiene con la integral:

=] )i~ ()]

Esto es porque siempre vamos a girar una superficie y tendremos invariablemen-
te como elementos de seccion pequefios cilindros de area, 7 12,

Ejemplos

1. Volumen del cono circular. Demostrar que el volumen de un cono
cuyo radio de la base es r y altura / viene dado por:

V= l77' r*h
3
. . h
y que se genera al girar una recta de pendiente m = — alrededor del
eje y. r
Solucion

Elsélido resultante al girar la region formada por larecta y = ﬁx, eleje
r

yy larectay=hes el que se muestra en la figura, y es evidente que las
rebanadas o discos son perpendiculares al eje y, de modo que si:

(Continua)
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(Continuacion)

dv=Al(y) dy

/ dy
h @D

entonces el volumen es:
h h
_ _ 2
V—JOA(y)dy—Jowx dy
) 2
,
=7Tf0 {Zy] dy
h
77'1”2 hoy 77'1"2 y3
- 7 .[oydy_[ B ?

0
2 3
=I7 h——O =l77r2h
no| 3 3

Y

2. Encontrar el volumen del sélido obtenido al hacer girar la region limi-
tada por y =x3, y =8 yx =0, alrededor del eje y.

Solucion

El s6lido resultante al girar la region de la funcion es el que se muestra
en la figura, y es evidente que las rebanadas o discos son perpendicu-
lares al eje y, de modo que si:

1
y=x3, entonces x=y A (en este caso x es el radio).

Por tanto, el volumen del s6lido generado es:
; s [ 1]
— — 3
=)= Jia ] @

8 % s%
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3 % 8 3
:WyT :7T|:§%/875:|

0

96

=—
5

3. Hallar el volumen del s6lido obtenido al hacer girar la region limitada
por las curvas y = x y y = x2, en torno al eje x.

Solucion

Al resolver simultaneamente las ecuaciones obtenemos los puntos de
interseccion de las graficas y son (0, 0) y (1, 1). En la figura de aba-
jo se muestra la region entre ellas, el sélido generado y una seccion

transversal de radios x y x?, respectivamente, de modo que ¢l area de la
seccion tiene forma de anillo o arandela. El area de dicha seccion es:

A(x) =X’ — 7T(x2)2 = 7T(x2 —x4)
Por lo tanto, el volumen del solido es:

V= j;A(x)dxz J.Olﬂ'(x2 —x4)dx
XX l 2
- W[?_?L 15T

=x
y A Y y A

(1,1

A(x)

xY

Nota. Observa que el resultado seria el mismo si primero se obtiene el
volumen del s6lido que se genera cuando giramos la recta y = x alrede-
dor del eje x, y luego restamos el valor del volumen sélido generado al
hacer lo propio con la parabola y = x2, es decir:

V= WJ; xidx— 71"[01 xtdx
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Autoevaluacion

Traza un esquema del sdlido de revolucion que se genera al girar la region sombreada
alrededor de su eje vertical.

AR
R

Evidencias de aprendizaje

A<

1. Encuentra el volumen del sélido que se obtiene al girar la region limitada por
y=x2,x=1,y=0 alrededor del eje x.

YA

y A

xY

2. Encuentra el volumen del s6lido que se obtiene al girar la region limitada por
y=x2y=1,x=0 alrededor del eje y. Traza un esquema del sélido que se

genera.
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3. Encuentra el volumen del s6lido que se obtiene al girar la region limitada por
y=e"y=0,x=0,x=1 alrededor del eje x. Traza un esquema del sélido que
se genera.

-

4. Encuentra el volumen del s6lido que se obtiene al girar la region limitada por

>

1 X

y=4+x, x=2,y=0alrededor del eje x.

YA y=\x

<Y

5. Encuentra el volumen del s6lido que se obtiene al girar la region limitada por
y=x%x=2,y=0 alrededor del eje y.

YA

b (2,4)
y=X

=¥
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6. Encuentra el volumen del s6lido que se obtiene al girar la region limitada por

y= \/;, y= %x alrededor del eje x.

=

7AY
/

7. Encuentra el volumen del s6lido que se obtiene al girar la region limitada por

y= \/;, y= %x alrededor del eje y.

8. Halla el volumen del solido que se obtiene al girar la region limitada por las

curvas y = \/; y y =x? alrededor del eje y.

<
-
>
»
y ot

9. Encuentra el volumen del sélido que se obtiene al girar la region formada por

1
y=—xy y=A/x alrededor de la recta x = 8. Observa en la figura que el
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radio de los discos de la seccion para la recta es 8 — 4y, y para la otra curva es
8 —y3.

. . 4

10. Demuestra que el volumen de una esfera de radio » viene dado por V = — 77",
3

Recuerda que la ecuacion de una circunferencia de centro en el origen es

x2+yr=r2

11. Demuestra que el volumen V de un casquete de una esfera con radio 7y altura

kes V:%Wk2(3r—k).

Bloque 4
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12. Encuentra el volumen del tronco de un cono circular recto con altura 4, radio
de la base inferior R y radio de la parte superior r.

Aplicaciones de la ley de Newton

1. Trabajo para bombear un fluido. Un contenedor tiene la forma de
un cono circular con una altura de 6 m y radio de la base de 2 m. (La
densidad del agua es 1000 kg/m?).

a) Encuentra el trabajo realizado para bombear agua hasta el borde
superior del deposito.

b) (Cuanto trabajo se requiere para bombear el agua a una altura de
4 metros por encima del borde superior del contenedor?

Solucion

a) Posicionamos el cono en un sistema de coordenadas cartesianas,
como se muestra en la figura adjunta. Imaginemos discos horizon-
tales de agua, muy delgados, con seccion perpendicular al eje y 'y
altura dy, los cuales deben ser elevados al borde del depdsito.

kX Se, o x_2
y y "6

Y
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El volumen de los discos en mencion es 7 x? dy, y si consideramos los
triangulos semejantes a la derecha del cono podemos escribir x como
funcion de y de la siguiente manera:

1
XxX=— = —
67 37

Entonces el volumen de las rebanadas de agua del cono en funcion de

2
yes (%y) dy.

La fuerza necesaria para elevar los discos de agua es el peso de éstos
(masa por gravedad = densidad por volumen por gravedad), y deben
subirse una distancia de 6 — y metros. Por lo tanto, el trabajo aproxi-
mado W que se realiza sobre estos discos es:

9800 o 9800

W=, 1000 7(1y) dy (98) (6-y)== 7w (63 ~y7) v ===

9

densidad X X
volumen gravedad  distancia

W= % m [2 (6) - %(6)4] = 1176007 joules.

b) La solucion es analoga, s6lo que los discos de agua deberan ele-
varse una distancia de (6 - y) +4=10- y metros, de manera que

el trabajo es:

9800 o

0

9

W= @ m [%(6)3 - %(6)4] = 4312007 joules.

Evidencias de aprendizaje

1.

Un deposito que mide 2 m de largo, 1 m de ancho y 1 m de profundidad esta
lleno de agua. Encuentra el trabajo necesario para sacar, bombeando, la mitad

del agua. (La densidad del agua es 1000 kg/m?).
l R. 24501] l

Tm

Tm

w=[1000m (3 ») (98)(10- y)dy === (10y° - 3*)dy = 2500

1

105

3y
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2. El tanque de la figura esta lleno de agua. Encuentra el trabajo requerido para
bombearla por el tubo de salida.

|‘\4

™)

10 m

3. Eltanque de la figura esta lleno de agua. Encuentra el trabajo requerido para
bombearla a una altura de 5 pies por arriba del borde del deposito. (La densi-
dad del agua es 62.4 libras por pie cubico).

[R. 76 128 pies - libras ]

6 pies
6 pies
4 pie{l: U
3 pies
4 pies
10 pies

3 pies

4. Un tanque tiene la forma de un cono circular con una altura de 6 metros y
radio de la base de 2 metros. Se llena con agua hasta una altura de 5 metros.
Encuentra el trabajo realizado para bombear el agua hasta el borde superior
del deposito. (La densidad del agua es 1000 kg/m?).

A

--Y ==/ dy ﬁ:%
y

Y
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5. Encuentra el trabajo realizado al bombear todo el aceite sobre el borde de un
cilindro circular apoyado sobre su base. El radio de la base es de 4 pies, y su
altura de 10. (La densidad del aceite es de 50 libras por pie cubico).

[ R. 40 000 77 pies - libras ]

10 pies

Momentos y centros de masa

La idea central de esta seccion es encontrar el punto de apoyo para que la masa
de un cuerpo se equilibre horizontalmente. Este punto se llama centro de masa
o centro de gravedad de los cuerpos.

Punto de apoyo

Si por ejemplo, experimentamos con una barra de peso despreciable y carga-
mos dos masas m, y m, en los lados opuestos del punto de apoyo (fulcro), a dis-
tancias x, y x,, respectivamente, la barra, al igual que una balanza, se equilibra
cuando:
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Si hacemos coincidir la barra del experimento anterior con el eje x y le asig-
namos la coordenada x al punto de apoyo, entonces el resultado es la siguiente

figura:
X=X, X,— X
.
X

1, | UL

I | |
X

0 X4 X2

Podemos concluir facilmente que la ecuacion de equilibrio en estas circunstan-

cias queda como:
ml ()C —)Cl) = m2 (xz —)C)

mlx - mlxl = m2x2 - mzx

Si agrupamos los términos que tienen x y resolvemos la ecuacion para esta va-
riable lo que obtenemos es el centro de masa del sistema con respecto al origen
de coordenadas, es decir:

Los términos m x, y m,x, se conocen como los momentos de masa de m, y m,,
respectivamente.
En general se puede comprobar que si se tienen n particulas en el plano car-

tesiano con masas m,, m,, ..., m,y posicionadas en los puntos (xl, Y, ), (xz, Y, ),
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- (xn, yn), respectivamente, generan el momento del sistema respecto del

eje y (tendencia a girar en torno a y):

y el momento del sistema con respecto al eje x (tendencia a girar en torno a x):
Mx = 2 miy i
=1

Por lo tanto, las coordenadas de masa (E, )7) del sistema en el plano cartesiano son:

Donde m = iml.

=1

Ejemplo

Encuentra el centro de masa del sistema de particulas que tienen masas 2, 4 y 9 en los puntos (—1, 1) ,
(2.2) y (1 -1).

Solucion
Primero calculamos los momentos de masa M 'y M.

M, =2(-1)+4(2)+9(1)=15

y

M, =2(1)+4(2)+9(-1)=1

La masa del sistema es m =2 + 4 + 9 = 15 y las coordenadas de su centro

estan en: y A
()

My 15 M_ 1 * Centro de

Y= —2= 1 y y= = /masa
m 15 X:

3
>

15

1
Por lo tanto, el centro de masa esta en (1, —)
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De manera andloga se puede concluir que al igual que para un sistema de particu-
las, el centro de masa de una placa situada en el plano de densidad uniforme p,
masa m y area 4 (también suele llamarse centroide), se puede calcular con las
expresiones:

-l Wa vy 7= )] e

Ejemplos

1.

Hallar el centro de masa de una placa que tiene la forma de la cuarta parte de una circunferencia
de radio 2, y que esta ubicada en el primer cuadrante.

Solucion
Colocamos la placa en el plano cartesiano y recordamos que la ecuacion de una circunferencia
es x? +y?=r2 Si despejamos y tenemos la funcion que necesitamos:

Entonces las coordenadas del centro de masa estan en:

2
fzi_[jxf(x)dxz%j;x 4—x2dx=l|:—%-%( —xz);] LA

T

B B 2 . . _ 8
Podemos calcular y = —J %[ f (x):l dx, pero por simetria es evidente que y = —, como se
Ada 3m

muestra en la figura.
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2. Hallar el centroide de la region formada por las curva f (x) = \/; y g(x) =X.

Solucion
Resolviendo de manera simultanea los puntos de interseccion se encuentran en (0,0) y (1, l).

Graficando, claramente se aprecia que el area 4 de la placa es igual a la diferencia entre las areas
A o Ag, 0 sea,

A=_|.01 [f(x)—g(x):ldx=_|.oz(\/;—x)dx
[rte]
vA
P4

Con este referente se puede comprobar que el centroide de la placa se puede obtener con:

7= ([T [T Jas

Por lo tanto, los centros de masa de la placa estan en:

. 21
De manera que las coordenadas del centroide estan en (g,zj
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Evidencias de aprendizaje

1. Encuentra el centro de masa del triangulo rectangulo formado por la recta

1 .
y= _Ex +2 vy los ejes coordenados.

y A

=——=x+2
y 2X

<y

2. Calcula el centro de masa de una placa semicircular de radio 2.

y A

xY

3. Calcula el centro de masa de la region limitada por las funciones f° (x) =2x
y g(x) =x".

YA

2x

xY
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4. Calcula el centro de masa de la region limitada por las funciones f (x) =+x
1
X)=—=x.
y elx)=1

YA

xY

Oferta y demanda de un producto

Para un producto particular, la cantidad producida 4 y el precio por unidad B
estan dados por el punto de interseccion de sus respectivas curvas de oferta y
demanda (punto de equilibrio). Por lo tanto, a partir de sus respectivas graficas
podemos identificar el drea de ganancia de los consumidores y el area de oportu-
nidad para los productores.

pA Ganancia de los

consumidores Curva de oferta

Precio

Ganancia de los Curva de demanda
productores

>
>
X

Cantidad

Ejemplos

1. Encuentra la ganancia de los consumidores para la curva de demanda p = 40 — 0.03x2 cuando el
nivel de ventas esta en 20 unidades.

Solucion
Cuando el nivel de ventas 4 es de 20 unidades, de acuerdo con la funcién de demanda el precio

Bes:
2
B=40-0.03(20) =28

(Continua)
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La ganancia del consumidor es el area bajo la curva de demanda en el intervalo [0, 20] menos el
area del rectangulo que estd sombreada, y numéricamente es:

*(40-0.03x2)dx—[20x 28] =[40x—0.01x* | =560
[, Jax—[20x28]=] I,

= [40(20)—0.01(20)3]—560

=160
P A Ganancia del
consumidor
B
0 20 x

Curva de demanda

Esto significa que la ganancia del consumidor es de $160.

2. Determina el punto de interseccion de la curva de demanda p =40— %x con la curva de oferta
p=10+ %x. También calcula la ganancia de los consumidores y de los productores.
Solucion

El punto de interseccion se calcula resolviendo simultaneamente las ecuaciones de la oferta y
la demanda.

pA Ganancia del

e toneumidor
30

Ganancia del
productor

=)
o
S
xy

Por igualacion tenemos que

40—lx:10+lx
8 4
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320 -x =80+ 2x Multiplicando por 8
2x +x=320-280 Trasponiendo términos
3x =240

1
Resolviendo la ecuacion tenemos que x =80y p=10+ Z(SO) =30. Por lo tanto, el punto de

equilibrio esta en (80, 30).

La ganancia del consumidor segin la grafica es:

% 1 1 i 30
| [40-cx |dx—[80x30]=|40x——x" | —2400=2800-2400 =400
0 8 167 |,

La ganancia del productor segun la grafica es:

80 1 1, *
(80><30)—j0 10+Zx dx = 2400 — 10x+§x = 2400 — 1600 = 800

0

Evidencias de aprendizaje

1. Encuentra la ganancia de los consumidores para cada una de las siguientes
curvas de demanda de acuerdo con el nivel de ventas dado. Sombrea el area
respectiva.

1
a) p=4—gx; parax=>5

XY

Respuesta 2.5
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b) p=+16—-0.8x; parax=5

i 4

Respuesta 1.37181

2. Encuentra la ganancia de los productores para cada una de las siguientes
curvas de oferta de acuerdo con el nivel de ventas dado. Sombrea el area
respectiva.

a) p=04x+1;parax=>5

xy

Respuesta




Areas y volumenes

Bloque 4

159

b) p=éx2+1; parax=6

»l---———-

<y

Respuesta

3. Encuentra el punto de interseccion de las curvas de oferta y demanda, junto
con la ganancia de los productores y los consumidores.

Curva de demanda

p=32-02x

Curva de oferta

p=1+0.25x

PA

R.

Interseccion: (4.89, 2.23)
G. consumidor: 2.35216

G. productor: 3.02560
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4. Encuentra el punto de interseccion de las curvas de oferta y demanda, junto
con la ganancia de los productores y los consumidores.

Curva de demanda

p=~NT-x

Curva de oferta

p=vx+1

PA

xY




AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 4

Areas y volumenes

Considera tu desempefio como estudiante y anota la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

@ 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

(Al finalizar el bloque adquiriste las habilidades metacognitivas que te permiten

eje?

* Dbosquejar un solido al revolucionar una superficie alrededor de un

e calcular volumenes de solidos de revolucion?

* identificar casos factibles para aplicar la integral definida?

un cono o una esfera?

* demostrar formulas conocidas para obtener volimenes como de

realizado al bombear un fluido?

* aplicar el concepto de integral definida para calcular el trabajo

e construir modelos matematicos de situaciones reales?

e comprender el concepto de centro de masa?

 calcular el centro de masa de un objeto?

producto?

e identificar el punto de equilibrio de la oferta y la demanda de un

* calcular la ganancia de un productor o de un consumidor?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste. Tu calificacién va de

acuerdo con las siguientes categorias:

Menos de 59 60 a 69 70 a79 80 a 89

90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien

Excelente

Bloque 4
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Apendice

Mas técnicas de integracion

Integrales de potencias de funciones trigonométricas

En esta seccion nos apoyaremos de manera fundamental en las identidades trigo-
nométricas para poder integrar algunas combinaciones de funciones trigonomé-
tricas. Iniciaremos con las potencias de la forma:

J.sen"’x cos” xdx
en donde m > 0y n > 0 son enteros, y m 0 n es impar.

a) Sin es un numero impar, utilizaremos la identidad cos® x = 1 — sen® x y apar-
taremos un factor del coseno.

Ejemplos

1. Evalta jcos3 xdx

Solucion

2
Icos3 xdx = Icos xcos xdx Apartamos un factor del coseno

= J(l - senzx)cosxdx Utilizamos la identidad cos? x = 1 — sen® x
Luego, si hacemos u = sen x y du = cos xdx tendremos que:
I(l - senzx)cosxdx = J.(l - uz)du

1

=u—-—-u +C
3

L.
=senu — gsen u+C Reemplazando u = sen x

b) Cuando la potencia m del seno es impar, se aparta un factor del seno y se usa sen® = 1 — cos® x
y los demas términos se expresan en funcion del coseno.



2. Evalaa Jsen3x cos” xdx

Solucion
3 4 2 4
Jsen xcos” xdx = _[sen xcos” xsenxdx Apartamos un factor del seno

= J.(l —cos’ x)cos4 xsen xdx Utilizamos la identidad sen? x = 1 — cos? x
Luego, si hacemos u = cos x, du = —sen xdx entonces —du = sen xdx, por tanto:

J.(l—cos2 x)cos4xsenxdx = J(l—uz) u4(—du)
=— (u4—u6)du

1
=——u'+ lu7 +C
5 7
I, 1
= 7005 x— gcos u+C Reemplazando u = cos x

¢) En los casos en que tanto el seno como el coseno tienen potencias pares aplicaremos las
identidades de mitad de angulo:

sen2x=%(1—00s2x) coszx=%<l+cos2x)

o
3. Evalta JO sen’xdx
Solucion

En este caso podemos observar que m =2 y n = 0 y usando una de las féormulas de mitad de
angulo para sen’ x.

J‘;senzxdx = %J‘ ;(1 —cos Zx)dx Usando sen’x = %(1 —cos Zx)

l¢~ - ’
= 5 J . dx — %JO cos 2xdx Separamos en dos integrales

(Continua)



164 Matematicas VI  Calculo integral

(Continuacion)

=%|:x—%sen2x];T

=%(W—%SGHZ’]T)—%(O—%SeIIO)Z%’ﬂ

T
A=3

>
>

0 T

Gréfica de la integral _[: sen’xdx = %77

Comprueba tus habilidades

Resuelve cada una de las siguientes integrales.

Integral Solucion
5.2 l 5 2 s 1 4
1. jsen xcos” xdx R. ——cos’x+—cos’x——cos x+C
3 5 7
2. J‘sen%ccos4 xdx
o 71-
2 R —_
3. J.O cos” xdx >

4. J‘sen2 3xdx

1 1
5, fsen“x cos® xdx R. =sen’x——sen’x+C
5 7
6. J-senzx cos? xdx
2 3 1
7. j(l—sean) dx R. —x+cos2x——sen2x+C
2 4

sen’x cos” xdx

10.

9. Jsen xcos’ xdx R. 1 sen’x — 1 sen’x+C
6 8
jsen xvcosxd
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11 sen’xdx R. —cosx+ %cos3 x+C

|
12. jsen3xcos4xdx
3. |

cos® xdx R. senx— %senSx +C

14. J(l—cosx)z dx

T

™ 2
15. Iozcos3xdx R. 3

En los casos en que queramos determinar integrales de la forma:
f tan” xsec” xdx

Procederemos de la siguiente manera:

a) Cuando la potencia de la secante es par, se separa de ésta un factor sec’ x y
se usa la identidad sec® x = 1 + tan’ x con el propdsito de expresar los demas
factores en términos de tan x.

Ejemplos

1. Evalta Jtan“ xsec” xdx

Solucion
Como la secante tiene exponente par, sacaremos sec’> x como un factor comun del integrando y
enseguida utilizaremos sec® x = 1 + tan® x:

Jtan“ xsec’ xdx = J.tan4 xsec” xsec’ xdx Apartamos un factor sec? x

= jtan4 (1 + tan’ x)sec2 xdx Utilizamos la identidad sec? x = 1+ tan® x
Luego, si hacemos u = tan x, y du = sec® xdx entonces:
Jtan“ x(l + tan’ x)sec2 xdx = J.u4 (1 + uz)du
= J‘(u4 +u® ) du

15 l3
sw+su +C

tan’ x +tan’ x + C Reemplazando u = tan x

(Continua)

1
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(Continuacion)

b) Silapotencia de la tangente es impar se aparta un factor sec x tan x del integrando y se hace
la sustitucion tan® x = sec? x — 1 para expresar los factores restantes en términos de sec x.

Evalta J tan® xsec’ xdx

Solucion
Como la tangente tiene una potencia impar, sacaremos sec x tan x como un factor comun del in-
tegrando y enseguida utilizaremos tan? x = sec’ x — 1, para expresar todo en términos de sec x:

J.tan3 xsec' x = Jtanz xsec’ xsecx tan xdx Apartamos un factor sec x tan x
= J(secz x— l)sec3 xsec x tan xdx Utilizamos la identidad tan® x = sec? x — 1

Luego, si hacemos u = sec x, y du = sec x tan xdx entonces:
J‘(sec2 x— l)sec3 xsecx tan xdx = _[(uz - 1) wdu
= J.(u5 - u3)du
= lu6 - lu4 +C
6 4

= %sec6 x— %sec4 x+C Reemplazando u = sec x

Calcula el volumen generado al hacer girar la region limitada por y=cosx,y=0,x=0, x = z;
con respecto de larectay = 1. 2

Solucion

Si observas y reflexionas detenidamente acerca de la secuencia grafica siguiente, podras darte
cuenta de que el volumen generado por la region propuesta esta dado por:

V= J.O%A(x)dx = J?ﬂ'(l—y)z dx

que es la integral que tenemos que resolver.

y A

h
0 r:1_y
— - y=1 — y=1
; 5 s> AW=m(1-p

i

\

I
.
:
.
N
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V= jfﬂ(l ) dx = 7TJ (1 cosx) Sustituyendo y = cos x

= 7TJ. ( —2c0sx+cos x)d Elevando al cuadrado (1 - cosx)2

= ij[l —2cosx+ %(1 + c0s2x)]dx Sustituyendo cos’ x = %(1 + cost)

= wj.f[% —2cosx +1cos 2x] dx Simplificando el integrando

= w[%x —2senx+ %sen2x]g

|

:

é Z—2sen +lsen2-—— E-0—2sen0+lsen0
2 2 2 4 2 2 4

3 I 3
Z7T—2(1)+z(0)—(0—0+0):|=Z’iTz—27T=1.119

Comprueba tus habilidades

Resuelve cada una de las siguientes integrales.

Integral

Solucion

1. J.cosz x tan® xdx

R. - %senzx —In(cosx)+C

2. j sen’x cot’ xdx

1_
3. j senxdx R. Infsecx+tanx|+Incosx+C
cosx
4. jsec“xdx
6 1 5 2 3
5. J.sec xdx R. gtan x+§tan x+tanx+C

o
6. j 4 tan* xsec? xdx
0

7. J-tanx sec’ xdx

1
R. gsec3x+C

tan x

2
8. j see X dx
cotx
csc’ x 1 5
9, J dx R. _ECSC x+C
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10 a 12. Calcula el volumen generado al hacer girar la region limitada por las
curvas dadas respecto del eje indicado.

10. y=senx, x= g, x=, y=0; conrespecto del eje x.

11.

Volumen generado

12. y=cosx, y=0, x=0, x=§; con respecto de la recta y = —1.

Sustituciones de racionalizacion

Ahora vamos a estudiar integrales en donde el integrando contiene una expresion
de la forma z/ f (x) En tales casos haremos la sustitucion u = ¢/ f (x), que ge-

neralmente resulta muy efectiva. La idea detrds de estas sustituciones es que
reemplacemos exponentes fraccionarios por exponentes enteros.
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1. Calcular

dx
J.1+\/;

Solucion
Para cambiar el integrando en una funcion racional, hacemos:

u=lx entonces w=x y 2udu = dx
Por lo tanto,
J. dx J- 2udu
1+ \/; I+u
= 2](1 - L) du Haciendo la division
1+u

:2u—21n(1+u)+c

=2\/§—21n(1+\/§)+c

Cuando un integrando es una fraccion cuyo numerador tiene un
grado igual o mayor que el grado del denominador, siempre es
conveniente realizar la division, de modo que:

2. Calcular

Solucion
Para cambiar el integrando en una funcion racional, hacemos:

u= 9/; entonces u®=x y O6u’du=dx

porque la raiz sexta es comun para la raiz cubica y la raiz cuadrada, enseguida hacemos:

i=¥x y wevk

(Continua)
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(Continuacion)

Por tanto,

5 3
bu’du _ J (” u du Simplificando la fraccion

J.%/; \/_ J.u +u’ 21+u):6-|.1+u

3

=6j P —utl—— |du Dividiendo —
1+u 1+u

=6 luS—luz+u—ln(l+u) +C
3 2

=2\/;—3%/§+<’/§—1n(1+d;)+c

3. Calcular
J 1—e"dx

Solucion
Para cambiar el integrando en una funcion racional, hacemos:

2u

u=+1-¢€", entonces w=1-¢,1—-1ul=¢", len(l—uz) y dx=—1 ~du
—u
Enseguida hacemos la sustitucion:
B 2u 2u’ . .
J.\/l— e'dx = Ju - = |du= J ——du Cambiando de signo
—u u -1

24— —— |du

/M':j( -1 u+1)

=2u+1n|u—1|—ln|u+1|+C

Dividiendo y
descomponiendo u—1
en fracciones simples =2u+In—+C
u+1
l-e" -1
=2Vl-¢'+In———+C

Vi—-e" +1

El segundo tipo de sustitucion de racionalizacion se aplica a expresiones racionales de senos y
cosenos. Aqui se indica como.
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Calcular

[
3senx—4cosx
Solucion

Para cambiar expresiones racionales de senos y cosenos a funciones racionales en u, realizamos
las siguientes transformaciones:

X X O
u=tan—, entonces —=tan" u y dx = ~du
2 1+u 1+ 02
+u
sent = luego senx =2 sen X cos 2u ‘
= — XoaeX -
2 1+ L+u’ N 2
x 1 , X ,x  1=u? 1
cos— = ——, luego cosx=cos" ——sen" —= 5
2 i+ 2 2 l+u —
Estamos usando las identidades
Por lo tanto, sen26 =2 senfcosf
2
1 = 1 __ 1tu c0s 26 = cos’ O —sen’6
3senx —4cosx 3 2u 41—u2 4 +6u—4
1+ 1+
luego
Factorizacion de 2u* +3u—2
1 1+u’ 2 40’ +3(2u) - 4
——dx= . du 2 _
J.3senx—4cosx J‘4u2+6u—4 1+u’ 2utt3u=2= 2
_ J‘Z;du :(2u+4)(2u—l)
2u°+3u—-2 2
1 =(u+2)(2u-1)

1 2.ljﬂ

1 . .
= __J—du +— u Fracciones simples
57u+2 529 2u-1

= —%ln(u+2)+§ln(2u—l)+ C

1, 2u-1
=—In
5 u+2

Ztem(xj -1
2
+C

=—In—m—F— Sustituyendo u = fan =
5 ( X ) 2
tan| — [+1

+C Usando propiedades de logaritmos
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Comprueba tus habilidades

Resuelve cada una de las siguientes integrales.

Integral Solucion

1. fl_df/; R =2fx-2m(1-x}+C

2. jx\/x+ldx [hacer u” = x +1].

Vit+e' -1
3. |Vi+e dx R. 2\Vl+e¢"+In——+C
j Vit+e' +1

4. J-\/;dx
5. \/;

l—dx [hacer u® = x] R 2Jx—2tan"'Vx+C
+x
X _ 2
6. dx [hacer u=tan— ycosx =
J.2+cosx [ 2”7 l—uz]
1 X
7. J.—dx R. In|l-tan= |+C
14+ cosx—senx 2

J‘L [hacer u’ = x]

1
9. [-——dx R 2tan' e —1+C

10. J;dx
1+ cosx+senx

Integracion aproximada

Existen dos situaciones en las cuales es imposible hallar el valor exacto de una
integral definida.

La primera es cuando no tenemos manera de conocer una antiderivada de
f (x) Por ejemplo, es imposible evaluar con exactitud las integrales:

Jolexzdx J‘_ll 1+ x’dx
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La segunda surge cuando la funcién se determina a partir de la experimentacion;
es decir, cuando se recolectan los datos a través de lecturas de instrumentos, en
este caso es muy posible que no haya féormula para la funcion. En cualquiera de
los dos casos es conveniente usar algin método de integraciéon que tenga como
referente las sumas de Riemann, uno de ellos es la regla de los trapecios.

Para comprender mejor esta situacion, analicemos la figura en la parte infe-
rior y designemos como:

A = érea bajo la curva cuya funcion es y = f (x), el eje de las x y las
ordenadasx=ay x =b.

r = area de la region respectiva de cada uno de los trapecios dibujados
y cuya suma es el area 4.

y A —_
//’-\\ y=1fx T

\ r, 2 r

.
! fx,)
oo T fix) 0 Yoo fix)

A
»~
a=x, X, X, X, X  b=x X A x

En la grafica se destaca que las figuras geométricas que suman el area 4 de
aproximacion bajo la curva no son rectangulos de Riemann sino trapecios, y si
recordamos que el area de un trapecio se obtiene con la semisuma de sus bases
por la altura, entonces las areas correspondientes a cada region son:

. f(xo)zf(xl)m, . f(xl);f(%)m, - f(x);f(xs)m, . f(xn.);f(x,,)m
Area de un trapecio de base mayor a, base menor b y altura
b
Area = (a ;— b) h h Area .
a
Entonces el area 4 bajo la curva es la suma de las regiones r, r,, 75, ..., 7,

n

A=r+r,+r,+- +r,
n

173
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Al sustituir r, 7, 7y, ..., 7,
ae L)), sl e) ) e) Sl

Factorizando Ax y realizando la suma de los términos semejantes, el area A4 es:

s At sl e b

La expresion nos ensefla que cuantos mas trapecios consideremos, Ax tiende a 0,
n — oo y nuestra aproximacion sera mas precisa.

Regla de los trapecios
J-abf(x)dxzAx|:%f(x0)+f(x1)+f(x2)+f(x3)+...+%f(xn)}

b—a .
donde Ax=—— y n es el nimero de trapecios.
n

Ejemplos

1. Aplica la regla de los trapecios con n = 5 para obtener una aproxima-
cion de la integral:

lexzdx

YA

/

1 2

A
>

X
Solucion

2-1
Conn=35,a=1yb=2,tenemos que Ax=——=0.2
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Por tanto,
lexzdxz0.2[%f(1)+f(1.2)+f(1.4)+f(1.6)+f(1.8)+%f(2)]

~ 0.2[%(1)2 +(1.2) +(14) +(1.6) +(1.8) + %(2)2} ~2.34
Ahora calcula J.]Z x’dx por medio de la integral definida

[ "7 (x)ax=F(b)- F(a)

. Aplica laregla de los trapecios con n = 10 para obtener una aproxima-

cion de la integral:

Jlexzdx
0
y
0 y=fx)
N
1
1 X
Solucion
1-0
Conn=10,a=0yb=1, tenemos que M:W:O'l

[ e = 0.1[%f(0)+f(0.1)+f(0.2)+f(0.3)+---+%f(1)]

1
~ o.1Be° + &0 4 00 +~~~+Eel]z 1.46265



176  Matematicas VI  Calculo integral

Evidencias de aprendizaje

1. Aplica la regla de los trapecios con n = 5 para obtener una aproximacion de

. 2] . .
la integral Jl —dx. Dibuja los trapecios en la grafica.
X

y A

R. 4=0.6956

2. Aplica laregla de los trapecios con n = 10 para obtener una aproximacion de

la integral J.Ole”“2 dx. Observa que es imposible completar la diferencial de la

funcion:

y A

0

3. Aplicalaregla de los trapecios con n = 10 para obtener una aproximacion de

2 ]
la integral J dx. Dibuja los trapecios en la grafica:
O N1+ X
y A
1
y:
T+x
0 2 x

R. 4=1.40144
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4. Sea j: f (x)dx ,donde f (x) es la funcion de la grafica. Usa la grafica para

estimar el area sombreada.

Y4
4

y

y=f(x)

<Y

5. Lavelocidad v en el velocimetro de un automoévil a intervalos de un minuto
registro los valores de la tabla siguiente. Usa la regla de los trapecios para
estimar la distancia recorrida por el vehiculo. (Sugerencia: transforma mi/hr

a mi/min.
tmin) | 1| 2| 3| 4| s| 6| 7| 8| 9f10
v(mi/hr) 40 | 42 | 45 | 49 | 52 | 56 | 57 | 57 | 55 | 56
R. 4=6.9144

Regla de Simpson

Laregla de Simpson es una opcion mas para la integracion aproximada, cuya de-
mostracion se omitira para fines practicos, esta aproximacion se plantea a partir
del uso de parabolas en lugar de segmentos rectilineos. Se conoce como regla de

Simpson, en honor del matematico inglés Thomas Simpson (1710-1761).

Al aplicar la regla es importante fijarse en el patréon de los coeficientes de
ésta: 1,4,2,4,2,4,2,...,4,2,4, 1.

Regla de Simpson

b—
Donde Ax=-—% y 1 es numero par.
n

j:f(x)dxz%[f(xo)+4f(xl)+2f(x2)+4f(x3)+--~+2f(xH)+4f(xn71)+f(xn)]

177
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Ejemplo

Usa la regla de Simpson con n = 10 para obtener una aproximacion de la integral:
2
.’.1 x’dx

Solucion

Conn=10,a=1yb=2,tenemosqueAx=%=O.1

Por lo tanto,

jfxzdx ~ %[f(l)+4f(1.l)+2f(1.2)+4f(1.3)+~~+2f(1.8)+4f(1.9)+f(z)]

~ %[(1)2 +4(11) +2(12) +4(1.3) +-+2(1.8) +4(1.9) + (2)2] ~2.33333

Este mismo ejemplo con la regla de los trapecios nos di6 un resultado aproximado de 2.34.

Evidencias de aprendizaje
1. Aplica la regla de los Simpson con 7 = 10 para obtener una aproximacion de

la integral leldx. Dibuja la gréfica y sombrea el area calculada.
X

YA
2

<Y

0 1 2 3
2. Aplica la regla de Simpson con n = 10 para obtener una aproximacion de la

1
integral jo e db.

Y A
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3. Aplica la regla de Simpson con n = 10 para obtener una aproximacion de la

! dx.

V1I+x°

2
integral j .

y A

xY

4. Sea ! f(x)dx, donde fx) esla funcion de la grafica. Usa la grafica para
0

estimar el area sombreada con la regla de Simpson.

YA
4

3 y=f(x)

<Y

Calculo de volumenes

Secciones paralelas (elementos de seccion)

De la misma forma que lo hicimos con las areas de regiones planas, en esta par-
te utilizaremos las integrales definidas para encontrar los volimenes de ciertos
solidos en tercera dimension. Un cilindro cualquiera con seccion transversal R
es un sélido formado por la traslacion de la region R a lo largo de un eje perpen-
dicular a ésta. Si A es el area de la region R y ésta se traslada a lo largo de una
distancia £, entonces el volumen generado por la seccién es V' =4 - h, como se
muestra en la figura.

179
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Eje perpendicular

Algunos solidos de volimenes muy familiares son un cilindro recto de radio » y
altura 4, una caja rectangular de longitud /, ancho w y altura 4, un cono de radio
ry altura A, etcétera.

A
h
A
Y
|
V=A-h=wr?h v=A-=whl
-
]
|
]
]
]
]
|
]
i h
! _Apl1 2
“ i V=A-h 37Trh
]
]
N
]
= 2=
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Imaginemos que un solido de forma cualquiera se rebana como una hogaza de
pan y que, ademads, estd situado entre x = @ y x = b. Designemos una seccion de

area arbitraria (una rebanada) como A(x), perpendicular al eje x, y que varia

continuamente a lo largo del eje. Entonces podemos decir que si se suman los
volimenes de todas estas rebanadas, se obtiene una aproximacion para el volu-
men total del solido. Esto es:

y A

/ AX /

a b

Evidentemente, esta aproximacion va a mejorar cuando n — oo, es decir las reba-
nadas se van adelgazando, entonces estamos utilizando de nueva cuenta las su-
mas de Riemann pero considerando voltimenes, con lo que tenemos la siguiente
definicion:

Volumen de un sélido. Sea un sélido que se encuentra entre x =a y x = b. Si
el area A(x) de la seccidn transversal del s6lido estd en un plano perpendicu-

lar al eje x y varia continuamente a través de éste, entonces el volumen del
solido es:

n

V= limz (xk)Ax= j:A(x)dx

—>00
" =1

b
Cuando usemos la férmula del volumen V = J A(x) dx, es importante recordar
que A(x) es una seccion variable, dependiendo de la forma del sélido, obtenida

al efectuar un corte transversal perpendicular al eje x.

Ejemplos

1. Demostrar que el volumen de una esfera de radio r es:

V=i7T r
3

(Continua)
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(Continuacion)

Solucion

Vamos a situar la esfera con su centro en el origen, de manera que las secciones sean perpendicu-

lares al eje x. El radio y de una rebanada cualquiera es y =

> —x* de acuerdo con el teorema

de Pitagoras. Por tanto, el area de la seccion transversal es:

A=7Ty2=

w(rz—xz)

radio=y

Entonces, por la definicion de volumen tenemos que:

V= ijA(x)dx = J._rrﬂ'(rz —xz)dx

= ZWJ; (r2 —xz)dx

=2 rzx—x—:|
3
L 0
i 3
=27 r2~r—r—— r2(0)
3
i 3
=2a|r -1 |=2m zr
i 3 3

2. Encuentra el volumen de una piramide cuya ba:

Solucion

Observa que y* =r° —x°

21r ocurre porque
integramos de 0 a

se es un cuadrado de lado L y altura 4.

Por conveniencia, colocamos el vértice de la piramide en el origen y el eje x lo hacemos coinci-

dir con su eje central; designaremos la seccion

transversal con un cuadrado de lado /. El lado /

lo podemos poner en funcién de x, considerando los tridngulos semejantes de la figura:
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l L
ézé; de manera que fzi
x h h L

YA y A

xY

El area de la seccion transversal es:

2
A(x) =/ =(%x) = }Ll—ixz

La piramide se encuentra entre x = 0 y x = A, por tanto, su volumen es:

h n I 2l rh
_ _ 2 _ _
V_jOA(x)dx— o_hZX d)c——h2 [—3] ——3

E

videncias de aprendizaje

1. Encuentra el volumen del casquete de una esfera con radio r y altura 4.

h

R. = h2|:r—ﬁ:|
3
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2. Encuentra el volumen de una piramide con altura 5 y base de un triangulo
equilatero con lado 3.

3. Unsodlido tiene base circular de radio 1. Las secciones transversales paralelas,
perpendiculares a la base, son triangulos equilateros. Encuentra el volumen
del soélido.

y=\1-x? (Teorema de Pitagoras)
A
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Formulas matematicas

ALGEBRA
OPERACIONES ARITMETICAS
a
ab+ c¢) =ab + ac atbh _a b £+£_ad+bc z_"_d
c ¢ ¢ b d  bd < b
d
EXPONENTES Y RADICALES
@z g = g== a_m = am (am" = a™ a’ = i
a” a”
_ (2":“_ Vab=ap |am=Var=(Va)
(ab)" = a" b" b b

W =\Va= Na

SN

S

S

FACTORIZACIONES ESPECIALES

@—b = (a+ b)(a—b)

@+ b =(a+b)(@-ab+ b

@ —b = (a-b) (@ +ab + )
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PRODUCTOS NOTABLES
(a + b)> = a® + 2ab + b? (a + by =a + 3a*bh + 3ab*> + b’
(a—b)* = a*>—2ab + b* (a—=b)=d*—-3a* + 3ab*> - b’

Teorema del binomio

+ b n — Z n 4 L n*lb + L n72b2 4 oeee I’l bn—lbn
Ch N 1) 2/ n-1)¢

donde | "] =—" =033 1
onde )= A=) y n!l= (n—1)n
FORMULA CUADRATICA VALOR ABSOLUTO
Siax? + bx + ¢ = 0, la solucion Para toda a > 0, entonces
paraxes |x| =a significaque x=a o x=-a
o= V b? — 4ac |x| <a significaque -a<x<a
2a

|x| >a significaque x>a o x<-a
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FIGURAS GEOMETRICAS ELEMENTALES

Triangulos Circulos Sector de circulos
. 1 1 . . 1
Area = —bh = —absen 6 Area = 7r? Area = Erzb? s=rb

2 2 Perimetro = 27r

i
a h N\ r X
0 !
b
-

Esfera Cilindro Cono

4
Volumen = —m 73

Area = 47r?

Area = 27 rh + 2712
Volumen = 7r?h

Volumen = éwrzh

[

TRIGONOMETRIA

TEOREMA DE PITAGORAS

En un tridngulo rectangulo la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la

hipotenusa.

cateto® + cateto’ = hipotenusa’

b+ ct=a*
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SISTEMA§ DE MEDIDAS DEFINICION DE'FUNCIONES
DE ANGULOS TRIGONOMETRICAS
180° = srradianes _op _ady
sen 6 = i cos 0= hin
s = rf (Omedido en radianes) P P N op
s tan 0 = . cot 6= =
ady 0 6
. ady
sec 0§ = hﬂ csc 6= hﬂ
ady op
CIRCULO TRIGONOMETRICO LEYES DE SENOS Y COSENOS

xX+yP=1

sen0=%=y
X

cos6=T=x

sen’ 6 + cos? 6 =1

»

Ley de senos. Los lados de un tridngulo son proporcio-
nales a los senos de los angulos opuestos

a b @

send senB senC

Ley de cosenos. El coseno de un angulo es igual a

la suma de los cuadrados de los lados que lo forman
menos el cuadrado del lado opuesto, todo dividido entre
dos veces el producto de los lados que lo forman

y [P @=a? B
cosd =———7——
2bc
@+ E-b c 2
cosB=——7———
2ac
o a + b c? ¢
cosC=——"— b
2ab
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GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y =tanx

0 p S x % 0 T 3
y y = Ccosx yaY= cot)l( | y Iy= cscxI
1\ |\ \ \ ANV N
ﬁ ! ! ! !
0 w o % 5 g G R M
IV | A
IDENTIDADES FUNDAMENTALES
sen 0 cos 0 1
sen’f + cos’ 6 =1 tan 6 = ctgh = secf =
cos 0 sen 0 cos 6

1

sen 6

csc =

sec’0 =1+ tan’ 0

csc?f =1+ ctg’6

sen 6 = cos(90° - 6)

cos 6 = sen(90° — 6)

tan 6 = ctg(90° — 0)

sen(—#) = —sen 6

cos(—6) = cos 0

tan(—6) = —tan 6

FORMULAS DE ANGULOS DOBLES

cos2x = cos’x —sen’x = 2 cos’—1 = 1 —2 sen’x

sen2x = 2senx cosx

2tanx
tan2x = —————
1 —tan’x
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FORMULAS DE SUMA Y RESTA DE ANGULOS

cos(x + y) = cosx cosy — senx seny
sen(x + y) = senx cosy + cosx seny

cos(x —y) = cosx cosy + senx seny
sen(x —y) = senx cosy — COSX seny

; PN tanx + tany " L tanx —tany
anx +) = 1 —tanx tany an(x—y) = 1 + tanx tany
FORMULAS DE MEDIO ANGULO
1 —cos2x 1 + cos2x
sen’x = ——— cos’x = ————
2 2
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
y=senx = x=sen'y y=cosx = x=cos'y
y=tanx = x=tan'y y=ctgx = x=ctgly
y=secx = x=sec'y y=cscx = x=csc'y
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Distancia de A(x, y,) a B(x,, ,)

Division de un segmento 4B en una razén r

d:|AB|:\/(xz—xl)2+(y2—yl)2

r#1

X + rx,

)

Ty,
1+r

1+7r

Punto medio r=1

x=x1+x2 : y=y1+y2
2 2
B
PM
A

Pendiente de la recta que pasa

Ecuacion de la recta que pasa

Ecuacion de la recta de

por A(x,, y) y B(x,, y,) por P (x,,y,) y pendiente m pendiente m y ordenada
en el origen b
NN y—y, =mx—x) y=mx+b
X =%
B
m
(0, b)
m
A P(x;, y7)
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CiRCULOS

Ecuacion del circulo con centro en (%, k) y radio 7.
x=hP+@-k?r=1r

Ecuacion del circulo con centro en el origen y radio r.

X2+t =
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CALCULO DIFERENCIAL
DEFINICION DE DERIVADA
d];l(x) = lim f(x ~ h) ~ f(x) =m,_donde m_ es lapendiente de la tangente a f (x) en un
X h—0
punto
DERIVADAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS
d d d d
—xc—O Ex—l d—cf(x)zcaf(x)
d d d d d ._ . d
() +e@)=h(x)]= () + g (x) - hlx) | =
J d /(x)_g(x)/'(x)-1(x)e'(x)

d log e d d 1 d d . . d d ., .
—log u=—=>*——u —Ihu=——u | —a"=a"lna—u —eé' =e"—u
dx ¢ u dx dx u dx dx dx dx dx
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DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d d
—senu =cosu—1u
dx dx

d
—Ccosu =—senu—1u
dx dx

d 2
—tanu =sec " u—u
dx dx

d 2
—cCcigu=—CcsC u—u
dx

d d
—secu =secutanu —u
dx dx

d d
—CScu =—cscuctgu—1u
dx dx

DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

d 1 d d 1 d d d
——arcsenu = —Uu —arccosu = — —Uu —arctanu = —u

dx 1—y? dx dx 1—y? dx dx 1+u* dx

d t L 4 d arcsecu ! d u d arccscu ! d u
—arcctgu = — —u - = - - == -
dx & 1+ dx dx uNu? =1 dx dx uNu? —1 dx

notacion

En la actualidad generalmente para escribir las funciones anteriores se utiliza la siguiente

sen‘lu, cos™ u, tan'lu, ctg'lu, sec”! u, cscu
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DEFINICION DE INTEGRAL

Integral indefinida

J.f’(x)dxzf(x)+C

Integral definida

["£(x)ax=F(p)-F(a)

INTEGRALES ELEMENTALES
de=x+C J.cduch.du J.(du+dv—dw)=J.du+J.dv—jdw
Iu”dv::}ill+cjn¢—l J-%zlnquC J.audMZIZua-FC
Ie“duze"+C J.senuduz—cosu+C J.cosuduzsenu+C

Jsecz udu =tanu+C

J.cscz udu =—ctgu+C

Jsecutanudu =secu+C

J.cscu ctgudu =—cscu+C

Jtan udu = 1n|sec u| +C

J.ctgudu = ln|senu| +C

Jsecudu =In secu+tanu|+C

Jcsc udu = 1n|csc u— ctgu| +C

du
+a

1 u
=—arctan—+C
a a

I

u

du 1
=—1In
2a

u—a

u —a u+a
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j du
Na’ —u’

u
=arcsen—+ C
a

2
u a u
j\/az —uzdv=5\/a2 —u’ +7arcsen—+C
a

J'\/uziazduz

Nu'td’

u
2

INTEGRACION POR PARTES
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El contenido temdtico de este libro esta disefiado para cumplir con
los requisitos de un curso de matemdticas basicas, en lo que respecta
a los conceptos de calculo integral, de acuerdo con el plan de
estudios del Bachillerato General.

Este libro se enfoca fundamentalmente en el desarrollo de las
competencias que deben caracterizar a un estudiante del nivel
medio superior, como eje principal en su formacién educativa. De
esta forma, la presente obra contribuye a desarrollar los conoci-
mientos, las habilidades, las actitudes y los valores que distinguiran
al alumno al concluir el estudio de la asignatura de Matematicas VI
y que perdurardn a lo largo de su vida.

Ademds esta obra servird para apoyar y facilitar la gran tarea que
realizan los docentes durante el curso para desarrollar y ejecutar una
mejor planeacion de los materiales didacticos, en funcién del tiempo
y de las necesidades institucionales y sociales. Este libro, sin duda,
ayudard tanto a los profesores como a los alumnos a cosechar los
mejores frutos de su trabajo.
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